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résumé et mots clés
Nous proposons une reformalisation de I'analyse spectrale autorégressive régularisée dans le cadre de I'approche varia-
tionnelle en considérant le polynéme autorégressif comme une transformation du cercle complexe unité en une courbe para-
métrique fermée et orientée dans le plan complexe (théorie globale des courbes planes fermées : classe d’équivalences d'im-
mersions du cercle complexe unité dans le plan Euclidien). Nous montrons que I'Equation d’Euler-Lagrange associée nous
raméne a la solution par moindres carrés régularisés classique. Nous posons ensuite le probléme sous une forme géomé-
trique intrinséque pour laquelle la solution est définie comme une géodésique minimale particuliére dont la métrique dépend
explicitement du terme d’adéquation aux données. Le calcul des variations alors, en redéfinissant la notion de courbure
d’une fonction complexe, une équation aux dérivées partielles (EDP) de type « flot de courbure moyenne ». La discrétisation
du probléme via la transformée en Z aboutit @ une EDP agissant sur le vecteur des paramétres autorégressifs. Cette secon-
de approche permet de s’affranchir de I'optimisation de I’hyperparamétre de régularisation intervenant dans I’approche de
Tikhonov classique, en stoppant 'EDP dés que sa vitesse d’évolution est ralentie. Le second avantage réside dans la forma-
lisation EDP qui permet naturellement |’estimation continue, en ligne, du spectre au rythme du flot des données. L'extension
de cette formalisation au Cepstre, dont la distance induite ainsi que celle du retard de groupe sont trés utilisées en signal,
fait apparaditre le cepstre différentiel comme la transformation de Hopf-Cole du polynéme autorégressif et induit donc une
évolution associée selon |'équation de Burgers conditionnellement aux données. Nous concluons en utilisant l'interprétation
de I'intégration complexe par Polya en terme de flux et de travail d’'un champ de vecteurs pour montrer que la régularisa-
tion tend a rendre non-divergent et irrotationnel le champ de vecteurs autorégressifs conjugués sur le cercle complexe unité.

Modéles autorégressifs, régularisation, calcul des variations, géodésique minimale, équations aux dérivées partielles, équa-
tions d’Euler-Lagrange, équation de Fourier, coefficients de réflexion, théoréme de Noether, coefficients cepstraux, cepsire
différentiel, transformation de Hopf-Cole, équation de Burgers, courbure complexe, flot de courbure moyenne, champ de
vecteurs de Polya, reconnaissance de forme, théorie globale des courbes planes.
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abstract and key words
Autoregressive analysis regularisation is considered as a variational problem solved by calculus of variations where the auto-
regressive polynomial is regarded as a transformation of the unitary complex circle into a parametric closed orientated curve
embedded in the complex space. We proove that the Euler-Lagrange equation of this problem is equivalent to the classical regu-
larized Yule-Walker equation. Then, this regularization problem is formulated, by an intrinsic geometrical approach, as a geo-
desic distance minimization with respect to a metric defined by the data fitting criteria. Then, Calculus of Variations provides,
after a recall of complex function curvature definition, a « Mean Curvature Flow » Partial Differential Equation (PDE). lts dis-
cretization by Z transform leads to a PDE acting on the vector of autoregressive parameters. This second c:pprocch allows to
set regularization free from the optimization of the additional hyperparameter, classically introduced in the Tikhonov approa-
ch, simply by stoping PDE when its evolution speed decreases. The second advantage lies in the fact that the PDE numerical
scheme is naturally adapted for on-line continuous estimation at the rate of data flow. Extension of the way the previous pro-
blem is formulated for the estimation of Cepstrum, whose the associate distance as well as the group delay distance perform-
ances are accepted to be very efficient for signal processing applications, shows that the differential cepstrum is exactly identi-
fiable with the Hopf-Cole transform of the autoregressive polynomial and then induces an associate according to Burgers equa-
tion with respect to data. We conclude by using Polya’s inferpretation of complex function integration by means of vectors field
flux and work to illustrate regularization as a process that tends to make non-divergent and non-rotational the conjugate auto-
regressive vectors field along the unitary complex circle.

Autoregressive models, regularization, calculus of variations, minimal geodesic, partial differential equation, Euler-Lagrange
equation, Fourier equation, reflection coefficient, Noether theorem, cepstral coefficients, differential cepstrum, Hopf-Cole trans-
form, Burgers equation, complex curvature, Mean Curvature Flow, Polya vectors Field, pattern recognition, global theory of
plane curves.

1. préambule

Les équations différentielles de la propagation de la chaleur expriment les conditions les plus
générales, et ramenent les questions physiques a des problémes d' analyse pure, ce qui est propre-
ment |’ objet de la théorie ... .

Les formes des corps sont variées a I'infini, la distribution de la chaleur qui les pénétre peut étre
arbitraire et confuse; mais toutes les inégalités s effacent rapidement et disparaissent a mesure
gue le temps s écoule. La marche du phénomeéne devenue plus réguliere et plus simple, demeure
enfin assujettie a une loi déterminée qui est la méme pour tous les cas, et qui ne porte plus aucu-
ne empreinte sensible de la disposition initiale ... .

Les théories nouvelles, expliquées dans notre ouvrage sont réunies pour toujours aux sciences
mathématiques et reposent comme elles sur desfondementsinvariables; elles conserveront tousles
éléments qu'’ elles possedent aujourd' hui, et elles acquerront, continuellement plus d’ étendue.

Joseph Fourier (1768-1830), « Discours préliminaire ala théorie analytique de la chaleur »
[Four1822],[Dho98],[Gratt72],[Her75],[Her80],[ Robin82]

L’ analyse autorégressive, liée al’ algorithme de Schur [ Schur18][Alp98] et alathéorie des polynémes orthogonaux [ Szegt39,58], peut
étre considérée comme un probléme inverse linéaire mal-posé [Tik77][Nash74][Nash87], ¢’ est-a-dire que les conditions, définies par
Hadamard, d’ existence, d’ unicité et de stahilité de la solution ne sont plus respectées. Si la premiére condition est souvent vérifiée,
les deux suivantes ne le sont que rarement. L’ analyse autorégressive, qui demande I’ estimation conjointe des paramétres autorégres-
sifs mais également de |’ ordre du modéle, fait partie de cette classe de probléme et |e caractére mal-posé devient critique lorsque la
série temporelle analysée possede tres peu d’ échantillons.
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Une premiére approche consiste a estimer I’ ordre du modéle par des critéres statistiques ce qui revient atronquer I'analyse AR ala
dimension de I’ espace signal afin d’ éviter |’ apparition de pics parasites. Cette approche a comme inconvénient majeur la grande sen-
sibilité du spectre al’ estimation de cet ordre du modéle : une sous-estimation de |’ ordre conduit a un lissage du spectre et inverse-
ment, une sur-estimation induit I’ apparition de fréguences non présentes dans le signal analysé. Cet inconvenient est d autant plus
génant que le nombre d' échantillons analysés est faible, car les tests stati stiques utilisés pour I’ estimation de I’ ordre du modéle ne sont
plus consistants. Dans la suite, nous nous placerons dans ce dernier cas de figure d' analyse de jeux de données trés courts, pour legquel
nous choisirons, sansa priori sur lasolution recherchée, defixer I’ ordre alavaleur maximum permise (¢’ est-a-direle nombre d' échan-
tillons moins un).

La seconde approche, décrite dans notre article, considére les solutions données par |les méthodes de régularisation de type quadra-
tiqgue (approche de Tikhonov). Plusieurs auteurs ont étudié ces méthodes pour I'analyse de modéles autorégressifs longs
[Her97][Kita85][Pim92], et ont formalisé le probléme par des techniques de moindres carrés régularisés, la régularisation étant intro-
duite par I'gjout d'un terme quadratique et réglée par un hyperparamétre lagrangien. D’autres ont proposé, le calcul exact du
Maximum de vraisemblance [Pham88][Kay83]. Nous proposons une formalisation différente et montrons que I’ analyse autorégressi-
ve régularisée peut étre ramenée ala minimisation d’ une fonctionnelle attachée a une courbe complexe, ¢’ est-a-dire une fonction inté-
grale définie sur un ensembl e de courbes. Dans le cadre du calcul des variations, il est alors aisé de trouver le minimum de cette fonc-
tionnelle qui est solution de I’ équation d’ Euler-Lagrange associée. Nous obtenons une EDP de type équation de Fourier avec poten-
tiel. Nous observerons que latransformée en z de |’ équation d’ Euler-Lagrange conduit al’ équation de Yule-Walker régularisée comme
dans le cas des moindres carrés classiques.

En traitement d’'image, les approches EDP (Equations aux Dérivées Partielles) [Morel98], ont connu un fort développement depuis
I"axiomatisation [Lions92] et la formalisation, entre autres, des problemes de segmentation [Mum84] [Kim95] [Osher88]
[Seth99][Coh964], de restauration d’image [Kich95][Kimm97] , de stéréoscopie [Faug98] et d’ estimation du flot optique [Der95] sous
forme variationnelle. Nous proposons dans cet article d' éendre ces approches au cas de I’ analyse autorégressive en reformalisant le
probléme en terme géométrique intrinseque comme la détermination d' une géodésique minimale sur une variété différentielle dont la
meétrique est déduite du terme d' attache du spectre aux données. Contrairement aux approches EDP en traitement d’image, nous ver-
rons que la métrique n’est pas « extérieure » a la courbe mais dépend explicitement de la « courbe spectrale » recherchée. La solution
est encore donnée par I'égquation d Euler-Lagrange et fournie comme état stable d’'une EDP. La notion de courbure complexe
[Need98][Bear87] pour les modéles autorégressifs nous permettra une interprétation en terme de flot de courbure moyenne de cette
EDP. Comme précédemment, la transformée en z, nous permettra d’ en déduire un schéma numérique vectoriel, qui raméne le problé-
me a une EDP sur le vecteur des paramétres autorégressifs. En utilisant les structures blocs des matrices de corréation, nous déduirons
également un schéma EDP agissant a chaque ordre du modéle sur le coefficient de réflexion. Sur ce dernier schéma,, le terme d’ arrét
de |’ EDP sera basé sur la pente de la distance entre coefficients de réflexions itérés successifs al’intérieur du cercle complexe unité.
Les avantages de lamodélisation de |’ anal yse autorégressive sous forme EDP sont liés, premiérement au fait que le parametre de régu-
larisation n’ est plus explicite mais induit implicitement par la vitesse de convergence du processus (I’ arrét de I'EDP dés que lavaria-
tion devient faible permet d’ éviter une sur ou sous-régularisation) et deuxiémement, de part la structure d’ une équation différentielle,
alapossihilité de traiter naturellement les données en ligne au rythme du flot des données, ce qui permet d’ envisager de suivre en ana-
lyse spectrale, par un processus d’ estimation continu, |’ évolution de phénomenes instationnaires.

Nous faisons également la remarque, qu’a partir de la transformation de Hopf-Cole, il est possible de montrer que lorsque le spectre
autorégressif évolue selon I'EDP de I’ approche quadratique, c'est-a-dire équation de Fourier avec potentiel, le Cepstre différentiel
associé est astreint a se modifier de fagon dynamique suivant I’ équation de Burgers. Nous donnerons égal ement une interprétation géo-
meétrique, en terme de champ vectoriel de Polya, de la régularisation. Nous concluerons enfin sur quelques généralisations possibles
de I’approche EDP et de I’analyse AR complexe en considérant |e polyndme autoregressif comme une courbe « spatiale ». Pour évi-
ter de donner un statut paticulier alafrégquence, nous nous placerons dans un nouvel espace dit de configuration-fréquence, ce qui cor-
respond au cas du Lagrangien homogéene dans C' x R.

Le calcul des variations constitue un outil éégant et fécond pour de trés nombreux domaines de la physique. Contrairement
aux approches par moindres carrés qui ne remplissent que deux des quatre conditions caractérisant I’ efficacité du formalisme mathé-
matique, capacités prédictives et rétrodictives, I approche fondée sur le calcul des variations est plus « efficace » dans le sens ou elle
posséde également une capacité explicative (reliant la description du phénomene a un principe fondamental, en I’ occurrence le prin-
cipe de moindre action de Maupertuis, et ramenant la diversité des phénomeénes a un petit nombre de principes) et une capacité géné-
rative (engendrant des idées ou des concepts potentiellement riches). De plus, |’ approche variationnelle permet, comme la plupart des
théories fécondes, de mettre en évidence de riches classes d'invariants sur la base du principe mathématique général, qui associe a
chaque symétrie infinitésimale d’ une équation différentielle une quantité, de facon telle que pour toute solution de cette équation, cette
quantité soit conservée. Une des manifestations les plus importantes de ce lien symétrie-lois de conservation concerne les équations
différentielles variationnelles et est contenue dans |le théoréme d' Emmy Noether [HE98], qui sera mis en cauvre , au cours de notre
développement, pour notre cas applicatif.
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2. analyse autorégressive et géométrie différentielle
dans l'espace complexe

Avant de modéliser larégularisation del’ analyse AR sous forme variationnelle, il nous faut faire quelques rappels d’ analyse complexe,
qui nous seront utiles par la suite. L'idée principale de notre approche est de considérer le polyndme autorégressif
{A(") (z) / |z] =1} comme une courbe géométrique paramétrée, orientée et fermée d’ un plan Euclidien orienté (I’indice supérieur
«n » indique I’ ordre du polynéme). C'est I’ évolution de cette courbe sous I’ effet d’' un processus de régularisation qui sera analysée.

Nous substituons ainsi ala vision statique classique de la régularisation une vision dynamique dont les avantages seront décrits dans
lasuite.

Nous allons définir les notions de courbure algébrique, de vecteur tangent et normal ala courbe {A(”) (z) / |z| =1} qui apparai-

n
tront de fagon naturelle dans les équations qui seront établies. A™) (z) = 3 afcn).z"" avec aé”> = 1 peut étre considérée comme
k=0

une transformation complexe qui transforme le cercle complexe unité en une courbe fermée orientée dans |’ espace complexe :
AW . D={z€C/|2|=1} = C
2z A (2)

Figure 1. — Transformation du cercle complexe unité D = {z € C/ |z| = 1} par A(™ (2).

~ appartenant au cercle complexe unité, il peut étre décrit par un seul paramétre f (lafréquence): z = 2™, pour lequel, on alarela-

tion différentielle suivante : dz =4.2m.2

daf

ce qui donne :
d. d dz . d.

=27z, —

df —dzdf T Tdz
Sur cette courbe A™) (), on peut définir |’ abscisse curviligne s par :

_ 2™ ()

On définit alors le vecteur tangent unitaire & A (z) par la définition classique en utilisant (1) :

dA™ (f)
L_dAW(f) _dAm () df _  df VAW 2
T4 T A ds ’dA(”) (f)’ | VA™)| @)
df
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VA

7 est bien un vecteur dans I’ espace complexe défini par: | 7= ————
|V AM|

Le vecteur 7 peut étre indifféremment considéré comme un vecteur ou comme une valeur complexe :
T= {Z] =u+iv dans C(Re(z),Im(z))

La notion de vecteur dans |’ espace complexe nécessite également la définition d’ un produit scalaire & o i/ entre vecteurs qui est clas-
siguement donné par :

. U . . R P . . o N
st T = soit x=u+1tv et = soit =p-+i.q alors oy =Relx.
[v} g {q] y=p+iqg g [.y”] 3
Foif=Re[(u+iv).(p—iq)]=Re[(up+uv.q)+i (v.p—uq)=up+vg=2 7

Pour définir la notion de vecteur normal ala courbe complexe A™) (z2), il est utile de rappeler que la multiplication d un vecteur par
une valeur complexe unitaire e**? correspond & une rotation d’ un angle @ de ce vecteur : Rot (Z,6) = e**/.x. Le vecteur normal 7 &

lacourbe A™) (z) est alors défini par une rotation d’un angle /2 du vecteur tangent unitaire 7 :

i
[SE]

4

S
I
9]
all
I
fﬁ.
all

On retrouve bien |’ orthogonalité a travers le produit scalaire des vecteurs tangent et normal :

VA v AT
e |1. .
[V AP | [V A

o T =R

=Rel]=0 &  @l7

Il faut insister sur le fait que le cercle complexe unité D = {z € C'/ |z| = 1} est décrit de fagon orientée (sens trigonométrique) et

donc que la courbe A (z) est également orientée. L’ orientation de la courbe A™) (z) permet ainsi de définir |e vecteur normal uni-
taire et ceci méme en présence de boucles (cf. figure. 1). En traitement d'image, les courbes (front de propagation, isophotes) ne sont
pas orientées et par exemple dans I’ approche Level-set [Seth99], une condition d’ entropie est introduite pour éviter I’ apparition de
boucles (problémes liés au croisement du front, ala notion d'intérieur et d' extérieur ala courbe).

Finalement, il nous reste & définir la courbure algébrique de A™ (z). Soit la courbe A (), sachant que = appartient & une courbe

[ de courbure connue 7, la courbure x de lacourbeimage I = {A(”) () [z € f} est donnée par [Need98] :

d?AM (z)
——.z
1 de ® .
— P — i
= T () JAD) () + i avec z, =e (5)
dz dz

z,, est le nombre complexe de module unité tangent, & la courbe origina I en 2 : z, = e (2)

Dans le cas de I analyse spectrale autorégressive, I = {z € C'/ |2| = 1}, et donc z, = e*(8()T5) —j ; et 7z =
Ce qui nous donne pour la courbure de A™ () quand z décrit D = {z € C'/ |z| = 1}:
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., d2AM (2)
.25 —— o

1 I dz +1 6)
RrR= m _—
dA™ (2) dA™ (2)
T B

Cette courbure peut étre réécrite selon le paramétre fréguentielle f en remarquant que :

dA™ d
VfA(n) (f) = df(f) = VZA(H) (Z) diﬁ — ZQT(Z.VZA(n) (Z)
?AM (f)  d 220, AM (2)
(n) - = |3 (n) ; = (i271)2 (n) z
DAY (f) = i =2 i272.V, A (z)} 427z = (i2mw)”7 2.V, AW (2). S V.A (2) +1

On peut alors réécrire la courbure de A™) () sous laforme :

k = Re

()

—i.Ap AW ()
VAW (£) [V AW ()]

Et ¢ est sous cette forme que nous I’ utiliserons par la suite. 1 faut remarquer que la courbe A (z) est déterminée & un déplacement
prés, par sa courbure algébrique (équation intrinséque) (cf. chap. 8.5 de [berger87]).

Nous montrons également en annexe 1, en utilisant la définition de la courbure (7), la relation dans le cas complexe reliant vecteurs
unitaires tangent et normal avec la courbure pour une courbe plane :

ar

— = ,_’ 8
75 = il (8)

Cette relation (équation de Frenet dans le cas complexe) permettra de condenser |’ expression des équations que nous utiliserons dans
la suite de notre exposé.

Enfin, nous concluons cette premiére partie en rappelant le résultat suivant d’ analyse complexe sur la notion de « nombre de révolu-
tion » en établissant le lien avec la notion de polynéme a minimum de phase.

Le « nombre de révolution » v (L, p) [Need98] d'une boucle L dans C' par rapport au point p est égal au nombre de révolutions effec-
tuées par L autour de p (comptées positivement dans le sens direct et négativement dans le sensinverse), lorsque z décrit entiérement
lacourbe D alaquelleil est astreint.

Le « nombre de révolution » apparait ainsi dans la généralisation du théoreme de Cauchy :

7{ f(z).dz = 2m.i. Z v(K,sj) Res[f(z),s;] avec s;: point singulier de f(2) 9)
JK .

J

Dans le cas d' une fonction analytique, le « nombre de révolution » est relié aux nombres de racines et de poles de la fonction par le
théoréme suivant [Need98] :

Théoréme :

Soit f une fonction analytique sur une boucle ssimple I et analytique a I'intérieur a |’ exception d’un nombre fini de pbles. S N et M
sont respectivement le nombre de racines et péles a l’intérieur de I, comptés avec leur ordre de multiplicité, alors :

v[if(r),0)=N-M
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n n
Dans le cas autorégressif, nous avons: A™ (z) = 3 a{™ 2k =z [] (z — zf")) . 1 apparait immédiatement que A™ (z) pos-
k=0 =1

(n)

sede zéro comme pble d’'ordre n ainsi que n racines {zl }_71 . On peut remarquer que si A™) (z) est & minimum de phase,

=1,

c'est-a-diresi sesracines sont al’intérieur du disque complexe unité {zf”) /d ’zf”)

< 1}4 ) , le «nombre de révolution » est nul
al’origine:
V{A(")(D),O}:nfnzo avec D={zeC/|z| =1} (10)

C’est ce que nous observons sur lafigure 1, sur laquelle A™) (z) & minimum de phase n’ effectue aucune révolution autour de I’ ori-
gine. Nous voyons apparaitre |’ éguivalence des deux notions de filtre & minimum de phase et de nullité du « nombre de révolutions »
al’origine pour la courbe complexe associée.

Il est sous-entendu dans ce que nous dirons dans la suite que A (z) est aminimum de phase (en particulier, I'initidisation de notre
processus Aé") (z) serafourni par I’ algorithme de Burg classique [Burg67] assurant d’avoir al’initialisation les pdles al’intérieur du
cercle unité). Nous vérifierons que larégularisation fait évoluer les racines du polyndme autorégressif al’intérieur du cercle complexe
et conserve la propriété de minimum de phase (S'il en était autrement, il y aurait modification du « nombre de révolutions », A (z)
serait amené a croiser I’ origine, nous observerions une discontinuité de la phase et |e processus global serait instable). De fagon iden-

tique, lorsque nous serons amené aparler de cepstre différentielle, on supposera étre a minimum de phase, pour des problémes de défi-
nition de |’ expression :

dIn [AW(Z)} 1 dA®™ (2) 1 d‘A(”) (2) +Z_.dArg [AW(Z)}

dz T AN () dz :‘ ne (Z)" dz dz

(11)

Dans la suite, nous ferons |” hypothése d' initialiser notre processus par un polyndme a minimum de phase Ag") (z) et nous vérifierons
gue le processus de régularisation d'évolution suivant les EDP (Equations aux Dérivées Partielles) illustre le théoréme de Hopf
[Need9s] :

Théoreme de Hopf dans C':

Une boucle K peut étre continuement déformée en une autre boucle L, sans jamais croiser le point p, si et seulement st K et L ont le
méme « nombre de révolution » par rapport a p.

3. équation d’Euler-Lagrange et analyse AR régularisée

Aprés avoir formalisé le probléme d' analyse autorégressive régularisée sous forme variationnelle, et avoir fait quelques rappels sur le
calcul des variations, nous établierons I’ équation d’ Euler-Lagrange associée au probleme et en fournirons un schéma de calcul de la
solution.

3.1. formalisation variationnelle de I’analyse autorégressive

Les méthodes classiques en analyse autorégressive cherchent a minimiser la moyenne de I’ erreur quadratique d’ estimation, dans le
cas de I hypothese d’un signal échantillonné, autoregressif s,,, bruité par un bruit blanc b,,, en supposant de plus que le signal est sta-
tionnaire et ergodique :

Tr; = 8; + bL avec S§; = — Zaén).si_k et E [bzb:_k] = 0'2-5k,0 (12)
k=1
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De fagon asymptotique, |’ erreur quadratique moyenne est donnée par :

2 n
po=FE [ z; — 2" } =F {|en (z)|2] avec e (i) = z;—2" et 2" =— Za,(,").xj,_p (13)

Dans la suite, nous noterons :

() (n)
€n (Z) = Z apn ZTj—p avec aon =1.
p=0

/2
On peut remarquer, en utilisant le fait que / e I2™kF df = k.0 , que ce critére quadratique asymptotique peut également s écri-
-1/2

re sous forme intégrale :

1/2 400 ]
po= [ LB avee BO ()= 30 pe M et pu=Elen(i).c; (i b) (14)
—1/2 k=—o00

Le point de départ de notre développement est lié alasimple remarque suivante : le critére d’ adéguation aux données dépend de fagon
explicite de lavariable A(™ (f) et de la densité spectrale de puissance du signa S., (f) :
Soit

B () = [A® ()8, () avee AW ()= 3 a0 er 5, (f) =B [IX ()] (15)
p=0

/
L égalité /1 ’ e (f)f Se(f)df =B [len )] avec S.(f)=E[|X ()] | découle directement du théoréme de
~1/2

Parseval. La borne inférieure nous est donnée par le Théoreme de Kolmogorov-Szegd-Krein [Szegd58][Hels61] :

/2

1/2 2 1 0eS..
Inf / ‘A(n) (f)‘ S, (f) df :ef—l/zl gSa (f).df
A J 12

Finalement, nous avons montré qu’il est possible d' utiliser comme terme asymptotique d’ adéquation aux données, un terme intégral
qui dépend explicitement de A™) (f) :

[ g (a0 = avee g (40 ()" =4 (0] 5.0 (16)

—1/2

Ceci représente le cas asymptotique pour lequel on analyse une infinité d’' échantillons du signal, le signal étant stationnaire et ergo-
digue. Dansle cas réel, on dispose d’ un nombre fini d’ échantillons et nous avons :

+N N
. ) 1 .
S, (f) = Z e 2™l avec #F = N Z Tn.xy_; et la propriété : ]\I]JLH;O Sy (f) =8z (f)
I=—N n=1 17
+oo ) 1/2 . ( )
Se(N=E[X(NF] = 3 rfe ™M avee rf =EBlepa ] et rf= / S, (f) .72 df
l=—o0 71/2

362 Traitement du Signal 2000 - Volume 17 —n° 5/6



Calcul des variations et analyse spectrale : équations de Fourier et de Burgers...

Lorsgue N devient petit, le probléme d’ analyse autorégressive devient un probléme inverse linéaire mal-posé. Une des approches pour
régulariser la solution consiste a rajouter une contrainte sur la solution qui traduit notre a priori sur cette derniére. Cet a priori peut
s'introduire par une interprétation bayésienne de la régularisation quadratique comme cela est fait dans [Dem89] [Bonnet99]. Le cri-
tere le moins informationnel consiste aimposer une contrainte quadratique sur la dérivée (approche de Tikhonov) imposant une dou-
ceur du spectre :

1/2 2 2 2
Min [ o (A0 0) dr avee g (40(0) =40 (0] () 18)
/ (n) (n) O
sous la contrainte : /1 i O] ( dAdf(f)D df =p avec @ ( dAdf(f)D = dAdf(f) (19
—1/2

L e probléme se résoud alors en définissant un Lagragien via un hyperparametre A réglant I’ équilibre entre I’ adéquation du spectre esti-
meé aux données et la contrainte de douceur spectrale :

1/2 . 9 1/2
Mi Al d +/\./ @
A(g)l/mg( (f)) if e

dA™ (f)
T D df (20

Il apparait alors de fagon immédiate que I analyse autorégressive régularisée peut se formaliser sous forme variationnelle : A™) (f)
est considéré comme une courbe paramétrée par f qui doit minimiser un critére intégral qui dépend explicitement de A™) (f) et de

(n)
MT(JC). Pour ce faire, on définit la fonctionnelle paramétrée par A™ (f) :
W (A :/ FfA™ 5y, —— 210 df 21
()1/2< (" (21)
avec

F (f,A<”> ", M) —(Jam ] 8. 0) 42 2

A ()|
daf

df

Considérons |’ensemble des courbes A™ (f) de classe C' muni d'une structure d’ espace vectoriel V. Le choix de la norme
dA™ (f)
df

une structure d’ espace de Banach [Cart77][Berest97]. Soit aors une fonction

HA(”)H = Sup ’A(") (f)‘ + Sup
fe[-1/2,1/2] f€[-1/2,1/2]

‘ , permet de montrer que cet espace vectoriel est complet et définie sur V'

F: UCRxCxC—R
(fvxvy)'_)F(fv'T7y)

dA™ (f)
) df

de classe C* et étant

A T =1[-1/2,1/2] - C
[ AT (f)

donnée une courbe

declasse C'! telle quel’on ait <f,A(") (f) > € U pour f € I. On peut

dA™ (f)

1/2
attacher a cette courbe le nombreréel suivant : W (A(”)) = / F (f, AM (f), i
~1/2

) .df et |’ application sur un ensemble

Q defonctions appartenant aV, donnée par lafonctionnelle:

dA™ (f)

‘ W: QR . )eU et feI:[—1/2,1/2]}

A s 7 (ALY BVECQ = {A<"> / (f, AD ()
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Alors pour que A™ (f) réalise un extrémum de W (A™), il faut et il suffit que (cf. annexe 2) :

d OF OF d oOF OF
7 —raaor = a0 & g NG = e Vfel=[-1/21/2] (23)
df df

Il s'agit simplement des équations d’ Euler-Lagrange dans le cas complexe qui déterminent les extrémales de W (A(”)) .

Si nous nous ramenons a notre probléme, pour lequel la fonction W (A(")) est définie par (22), on remarque en premier lieu que le
systéme de deux équations se réduit a une seule. En effet, le fait que nous ayons

A +N , +N ‘ .
Si(f)= ¥ At = 5 et =S ())
k=—N Pilf—k k=—N
nous permet de montrer que :
oF _ ( OF oF _ oF (24)
9AM) AM* dAM™ 5 dAM™*
Cr) ()

Il nous faut maintenant développer I équation d’ Euler-Lagrange, en rappel ant la définition de la notion de dérivation pour les complexes

. oF 1 oF . OF . o N .
[Carab4][Siegb9] 9~ 9 ( ORe (=) + 1. Ilm (z)) . Ce qui nous permet d’ écrire chague terme de |’ équation d’ Euler-Lagrange de
fagon explicite:
oOF dA™ (f) OF X
= = ("’)
5 dA(n)* A df et 8A(7L)* A (f) Sz (f) (25)
< df >

Nous obtenons finalement I’ équation différentielle du second ordre d’ Euler-Lagrange pour notre cas applicatif de I'analyse auto-
régressive régularisée :

a2 (f) :
Al = A () .S,
. (5)8: (1)
+N (26)
avec S, (f) = Z e 2L o ]\%im P =1} =E zp.2h_]
I=—N >

On peut remarquer que A™ (f) pourrait également étre obtenue comme état stable de I’ EDP suivante :

0A™ (f) ) *A™ (f)
)

— A ()., (f)

que nous appellerons équation de Fourier del’ analyse spectrale autor égressive, et que nous utiliserons par lasuite. En posant ¢ = 1/

eV (f) = _S“‘)Ef), on retrouve I’ équation de la chaleur avec potentiel :

364 Traitement du Signal 2000 - Volume 17 —n° 5/6



Calcul des variations et analyse spectrale : équations de Fourier et de Burgers...

0A 0*A

C.E:AA—FV.A avec AA:TJQ c>0

2
Cette équation de la chaleur en présence d'un potentiel V' (f), pour lavaleur ¢ = % est équivalente al’ équation de Schrodinger de

- L3\2
la mécanique quantique : ih.awg:’t) = (;2 M (7, t) + Uap (7,t), enidentifiant :
ih U
= — . = — (n) = r
A= Sa(f) = @A™ (1) = 0 (7 8).

Il existe une méthode pour résoudre |’ équation de la chaleur avec potentiel [Cart95] basée sur la méthode d'itération de Picard en pre-

nant une nouvelle unité de temps ¢’ = z = \.t, lasolution est obtenue de proche en proche : (aat, — A) Apy1 = V. Ag. L' opérateur

0 . R . 1 2 . L .
<8t’ — A) s'inverse et correspond a des convolutions par le noyau de la chaeur W.e‘%. La solution s écrit alors comme une série

dintégrales : A(f,t) = Z / -+, chague intégrale correspondant a I'application de |'opérateur intégra, inverse de

2051 55,5 . 55,

<£/ — A) correspondant a des convolutions par le noyau de la chaleur. La solution est aors fournie par la formule de Feynman-
Kac [Alb 76][Kac 57][Roe 96] :
1 |do(r)

A(fi1) = / e > A($(0),0).D¢ avec Z(,t) = / [ﬂ dr

+ 8, (¢(T))] dr (28)

3.2. régularisation non-quadratique

Dans I’ approche précédente, la régularisation était quadratique, or il est possible comme en traitement d’'image de définir une régula-
risation non-quadratique. La régularisation est établie avec une fonction @ (]VfA“") ]) non-définie a priori . Une fois, I’ équation de
régularisation établie, il s agit alors de définir les propriétés de lafonction ® (|VfA(") ]) qui vérifient les propriétés recherchées. On
définit en premier lieu la fonctionnelle de fagon générale :

'1/2 L dAM () L dAM () . dA™ (f)
) — m gy &) " ) gy G U 2 (g0 )
w (4 )/1/2F<f,A (" )dfaeeF(f,A (" g (A7 (1) + 1 i
et g2 (4 (1) = (Ja” 0] 5. 0)
L’ équation d’ Euler-L agrange associée est donnée par :
dA™ (f)D
a Aaq’ <’ df _ 997 (A™ (1)) 29)
df 'a(d/ﬂ")*(f)) QA= (f)
daf
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Un développement simple, fourni en annexe 3, permet alors d’ établir I’ équation générale :

ﬁ (D//
9 .

Il s agit alors de choisir lafonction @ (\VfA(’” |) qui vérifie les comportements de I’ EDP que I’ on souhaite. Pour plus de détails sur
ce type d’ approche, le lecteur pourra avantageusement se reporter au travail de P. Charbonnier [Charb97] ainsi qu’al’ article [Der95].

g7 o) =AM () S ()| (0

@
A0 (P (A5 N (
df e 077 dA™ ()
df

dA™ (f)
df <d2A(") (f) #> .

On noteraque pour le cas quadratique ® (|V;A™|) = |V ;A \2 , on retrouve la sol ution précédente (26) en remarquant que Ay A
se décompose sur la base de Frenet (7, 77) locale ala courbe:

BrA™ = (B7AM 0 F) 74 (8,4 01t) i (31)

3.3. résolution de I’équation d’Euler-Lagrange

Afin d' établir le schéma numérique de mise en cauvre de I’ équation (26) précédemment établie, il suffit de réécrire I’ équation en pre-
nant latransformée en z :

d2A™ (2) dA™) (2) A
—Adr? |27 -l =AM (2).9,
. |z 2(1)? +z = (2) .9 (2)

avec z = e"2™f. Pour en déduire I’ équation matricielle associée, il suffit alors de faire une comparaison terme & terme en fonction
des puissances de 2! (cf. annexe 4). On retrouve ainsi la solution par moindres carrés régularisés classique [Her97][Kita85] abou-

tissant a |’ équation de Yule-Walker régularisée consistant en une inversion robuste de la matrice de corrélation des données R,

agn) 7o 1 0 e 0
n) . 1 rx . : ~
G2 B agEm] | avee J=mi). [0 2 T et Ro= [l (32
: : S0
agln) ey 0 --- 0 n

Ce type d' approche a largement été étudié par différents auteurs [Her97][Ruzin89]. L' auteur en a donné une solution récursive en
régularisant I’ algorithme de Burg dans [Barb95][Barbh99a] (cf. annexe 5) en modifiant I'expression du coefficient de réflexion
classique par la nouvelle expression :

anl * _1+22ﬁ nl) (TL 1)

fin = — = "H avec ]i”) =\ (2n)°. (k—n)®

n—1

k)2 + b1 ( —1|+225k”>’ ‘

k n+1
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4. formalisation géométrique intrinseque :
équation de Fourier généralisée

Dans cette deuxiéme partie, nous allons reformuler le probléme d’ analyse autorégressive régularisée sous une forme géométrique
intrinségque, comme étant équivalent au calcul d’une géodésique minimale définie par une métrique différentielle induite par le terme
d attache aux données. Nous montrerons que la solution est état stable d'une EDP de type « Mean Curvature Flow ». Cette substitu-
tion de la vision statique classique par une vision dynamique possede le double avantage, premierement de ne plus introduire I’ hy-
perparamétre de régularisation classique (dont le réglage optimal est peu aisé ou complexifie I’ algorithmie [Thom91]) et deuxiéme-
ment fournit un schéma numérique naturel (une équation aux dérivées partielles) qui permet une estimation en ligne du spectre au
rythme du flot des données.

Aingi, lafonctionnelle a minimiser est maintenant définie comme suit :
1/2

[ a(amw).
—1/2

qui S interpréte comme la longueur géodésique de la courbe fermée A (f) lorsque la métrique non-Euclidienne associée est défi-
2

dA™ (f)

g e g (A0 ()= A (N5 (1) (33)

. 9 (n) 2 ., (n) 2 |dA™ (f) 9 : e . . . :

nie par ds? = g (A" (f))".ds®> =g (A™ (f))". A .df*, ce qui modifie la mesure d'arc classique ou seul intervient
™ (£

habituellement ds2 — “Mdf(f) df?.

Nous allons voir comment lui associer une EDP que nous interpréterons en terme de flot de courbure moyenne en faisant intervenir
le terme de courbure complexe précédemment établi par I’ expression (7).

4.1. géodésique minimale

Les auteurs de [ Osher88][ Cas97][ Set99] [ Coh96a] [ Coh96b] ont montré que la solution du probléme variationnel que nous avons consi-
déré dans la premiére partie pouvait se ramener ala détermination d’ une courbe géodésique minimale dans un espace de Riemann de
métrique différentielle induite par le terme d' adéquation aux données. Sur la base d' une analogie physique en utilisant le principe de
Maupertuis [Berest97], ils ont montré que le premier probléeme (22) est équivalent ala minimisation de la fonctionnelle suivante :

dA™ (f)

1/2

Il sagit d'une formalisation intrinséque de notre probléme de minimisation, en terme de géodésique minimale. En effet,
/1/2 df

miser fait intervenir une nouvelle mesure de la longueur d’arc qui est modifiée par une pondération de la longeur d arc ds par une

v g (A(") (f)) . (M(;;(f) df = /OLg (A(")) ds = /OLH ds’. On

cherche donc & minimiser le chemin de longueur minimale dans une nouvelle métrique ds’ définie par ds'? = g (A(”))2 .ds®. Pour le
lecteur intéressé par les détails de |’ établissement de cette équivalence, nous le renvoyons alalecture des articles précédemment cités,
en particulier [Cas97], ainsi que le cours de calcul des variations de P. Bérest [Berest97, chap.5], et I utilisation de la méthode de
Routh (en construisant un Routhien particulier appelé Maupertuisien).

L(AM™
df = / ds correspond alalongueur de la courbe fermée A™) (). Or lafonction que nous avons & mini-
0

métrique Riemannienne définie par g (A™ (f)) : L :/
~1/2
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Une autre démonstration [Aub98][Aub99] a été donnée pour montrer que le probléme initial de minimisation possédait une formali-
sation géométrique intrinseque, et que les deux problémes de minimisation suivant (Py) et (P) étaient équivaents (Py) = (P) :

12 2 [dA™ () /2 dA™ (f)
P): Mi A AL . Py):  Mi 2./ A P
ey [ o(a ) e [T e e e [ (a0 ) D o
D= {A(") [-1/2,1/2] - C,A™  est C' par morceaux}
Lapremiére inégalité est évidente et donnée par la positivité de :
1/2 A( ) \/_ dA(n) (f) 2
" — VA |—|| df =20 35
[l (f)) el (3)
1/2 2 dAm ( 1/2 dA™) (f)
= Ty pm—— > 2.V / A<" 2 36
/1/2 ) df 1/2 ) df J (30)
L'inégalité dans |’ autre sens est plus délicate a démonter. L’ idée principale développée dans [Aub98] est la suivante :
Soit A e D une courbe, ils montrent qu'il existe une autre courbe A(()") € D telleque:
1/2 dA 1/2 dA (f
[ staotnran eI <ovi [ gain .| @)
—1/2 1/2 df

Laprise de I'infimum sur A € D successivement a droite et a gauche de I'inégalité précédente conduit a la seconde inégalité cher-
chée: (P1) < (P), d oul’équivalence des problémes P; et Ps.

4.2. EDP associée au calcul de la géodésique minimale

Une fois cette nouvelle fonctionnelle (33) établie, ou posée a priori comme critére a minimiser, il nous reste a en établir I’ éguation
d’ Euler-Lagrange. Soit donc la nouvelle fonctionnelle :

1/2 dA™) dA™ dA™
p= [ p(ra0 0 ) e B (540000, ) < (a0 () |
—1/2 df df df (38)
et g (A™ () =] (D] 5. (1)
Les équations d’ Euler-Lagrange nous donnent :
OF d oF
oA~ af | faatry| =" 9
df
En rappelant que la dérivation complexe impose :
Dz 1 [ovax24+y? . OVa2+y? 1 z
A = a- + 1. = —.— (40)
0z 2 ox oy 27|z|
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On obtient un premier développement de I’ équation :

dA™)
dg |dA™| 1 4 N df
’ df

Or nous avons vu, en (2), qu'il était possible d' écrire le vecteur tangent sous laforme::

dA(n)
df
AM)

’ df

7_::

I

En intégrant cette expression dans |’ équation (41), I’ Equation d’ Euler-Lagrange se réduit a:

ag (A™) |gam| 1 ¢ ag (A™) |gam | 1dg(A™) d7
( > ld {g (A(n>) .;] —0 = ( ) o ( >.F—.g (A(”>) T o0 4
DAM* df | 2°df DAM* af | 2 df 2 df
Au préalable, nous avions établi en annexe 1, que:
dj_m_d%”)_ 1 a7
ds 7 ds?2  |dAM | df
df

En notant de plus que la dérivation totale est :

dg (A(n)) B dg (A(n)) dA™  9g (A(n)) dAM)* N dg (A(n))
df A T gf QA= "~ df of

(43)

Nous pouvons faire apparaitre un produit scalaire dans le plan complexe, en écrivant :

dg (A™) _ dA™) dg (A™) . dg (A™) 4 1 0g(AM)
df df QA - QA= - dA™) of
df
(n) (n) (n)
) [y 200 ], 1 gt
df DA dA™) of
df

Or, nous avons rappel é, en (3), au début de I’ article que :

29 (4) T] _ <_39 (A™) o;> (a4)

Re | =5 ams DA
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Finalement, en utilisant cette expression dans I’ équation (42), nous aboutissons a :

dA™)

i Fog (A(")) Kt | =0 (45)

dg (A(n)> dg (A(n)) AN 1 dg (A(n)>
oAM= (2 EYAQE ) Caam™]  af
df

On peut de plus décomposer le premier vecteur sur |a base orthogonale locale (7, 77) comme suit :

) (20 ) o (50 )

Finalement en introduisant cette expression dans (45), |’ équation d’ Euler-Lagrange nous permet d’ établir que la solution est donnée
comme état stable de I’EDP de type « Mean-Curvature Flow » suivante :

DA™ (f,1) dg(A™) 1 dg(A™)
A _ [ a9, 09A™) CNT . r
ot {g( " ( da(m)” on)] " [V A (f, )] of "

—i - A A (f) ]  dAM(f) iV AN () “

avec Kk = Re

N=4i-T=1 = et Zoy=Relr y"
VAP - [V, A ) d VAU vl

Le premier terme g (A™)) k.7 fait évoluer la courbe A™ (z) suivant sanormale 7 proportionnellement & sa courbure « (effet de
régularisation) et au terme d’ attache aux données g (A(")) (terme d’ arrét stoppant la courbe aux endroits ou le spectre estimé cor-
respond au spectre du signal).

dg (A™)

Le terme suivant (2. SAm © n) i fait évoluer la courbe A™ (z) dans la direction de sanormale 7 aux endroits ol cette évo-

|ution fait diminuer |e terme d attache aux données g (A™)).
dg ( A(n))

T

homogene le terme d’ adéquation aux données g (A(™)) lelong de la courbe (¢’ est-a-dire rendre constant g (A™) quelque soit lafré-

quence pour |’ extrémum de la fonctionnelle).

Pour les propriétés de converge du Mean Curvature Flow, nous renvoyons le lecteur aux articles [ Gage86][ Grays87][ Chen91].

Nous pouvons développer |’ équation d’ Euler-Lagrange (45) pour montrer qu’ elle se raméne également & un systéme de deux équations.
Pour ce faire, nous utilisons |’ expression particuliére de g (A(”>) donnée par (38), pour arriver al’ équation équivalente (annexe 6) :

2)) + ‘A(")‘Q.g?

Les parties purement imaginaires et purement réelles de |’expression doivent étre nulles, dans le cas ou g (A(”)) #0 et
dA™
“

Enfin, le troisiéme terme ‘ 7 fait évoluer la courbe A(™ (z)dans la direction de sa tangente 7 de facon & rendre

dA™

af 3 |2.2.Im | é? (A(")) . 5 — AM S,
(n) df af
dA
2 (a0 |14
df

dA™
df

dA™)
df

2
] =0 (48)

#0 Vf.Soit le systéme d' équations :
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A2 A Jaam|?
g* (A™). 5 — A, =
df df .
~ (n) 2
a2 AT
af | df
| | o9 (AU) A
La seconde équation est équwalenteafLim o . ’ i =0 qui est rédisées :
2,
g? (A™) = A ()8, (/) = este ¥f (50)

Ceci impose que pour la solution optimale le critére d’ adéquation aux données sera constant le long de la courbe.
On peut remarquer gque la premiére équation du systéme (49) est de la méme forme que I’ équation, du cas quadratique mais avec un

| £A 7 (4)
A qui dépend de lafréquence f: A (f) AR AMS, avec | AN(f)= 4

’va(m

On peut également noter |’ équation d’ Hamilton-Jacobi du probléme en développant les différentielles suivantes :

oS oF 1
GA ~ 6VfA(") =59 (A(”)) T avec F=g (A(”)) . |va(n)|

08 oFr oF

o= F VA T g A T —
of ! OV A T I gy At
os | 2 a3
L’ équation d’ Hamilton-Jacobi s en déduit directement : | [2.—— | =g (A(”)) et — =0
oA of

] Al Al Al
qui donne par intégration : S = - (/1 g (A(")) FdAM* +/1 g (A(”)) .?*.dA(”)> = /1 g (A(”)) . (Fo dA("))

4.3. symétries et invariances : théoréme de Noether

Nous alons faire, a cette étape, appel au théoréme de Noether. Le théoréme de Noether est le principe mathématique générale qui
associe a chague symétrie infinitésimale d' une équation différentielle, une quantité, de facon telle que pour toute solution de cette
équation, cette quantité soit conservée. L’ expression de ce principe mathématique est donnée ci-dessous pour notre probléme :

1/2 dA(n)
L (f, A (7, df(f)> af

On peut remarquer que ce probléme variationnel est invariant sous |’ effet d’ un groupe de symétrie a un parametre agissant sur I'es-
pace d’ arrivée et sur |’ espace de départ. En effet, nous avons les invariances suivantes :

A chague A (f), nous avons associé lafonctionnelle : W (A(”) (f)) = / /
—-1/2

W (600 A (W (1)) = W (A (1)

. (51)
avec ¢s @ A (f) = ¢4 (A(”) (f)) =" AM (f) et Y, (f)=f4+n avec s€Re et neN
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Ce qui S écrit également :
W (e“*. A™ (f +n)) =W (A™ (f)) avec s€Re et neN

On peut écrire les transformations pour de petites variations :

dg. (A (£))
ds

=i AN (f) = i.¢, (AW <f)) =U (ass (A<”> (f))) et dw;ff )= xp

L e théoreme de Noether nous fournit alors le résultat suivant [Berest97],[HEI98] :

O [-X () H (£) + U (A™) Py (£) + U (A7) Pacw- (£)]
of

avec les définitions suivantes : lafonction de Hamilton donnée par I’ expression suivante :

=0

oL (f, A, vaW) L (f, A, vaW)
+V A (f).
oV A™ (f) OV A (f)

H(f)=VAM (f). L (f, A<">,va<”>)

I"'impulsion généralisée :
oL ( £, A v fA<">)

Py (f) | _ oV ;A™ (f)
P(f)= [Pim)* (f)} oL (f,A<n>7va<n>)

OV AT (f)

Dans le cas ou I on a, comme précédemment, défini : L (f, A, VAM) = g (AM) [ |[VAM)|

Alors:
gin—o piyt oW 1A

U (A™) Py (f) + U (A*) Py (f) =i.g (AM) . (A™ (f) o 7)

Ce qui entraine que dans (54), seul reste :

Ce qui prouve que le terme d’ adéquation aux données g (A™)) est constant quelque soit f pour I’ extrémum :

dg Al dg A
(), L )

di.g (A(">) . (A<n> (f) o T*)
of

:i.(A(”)(f)oF). —0

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

Nous utiliserons ce résultat dans la suite pour définir une nouvelle EDP pouvant plus simplement étre discrétisée via la transformée

en Z.

dg ( A(n))
of

Nous obtiendrions un résultat équivalent =0 s lafonctionnelle était :

2

L <f7 A(”)7va(n)> _ g (A(”)) . ‘va(n)
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4.4. EDP du cas quadratique homogéne

Pour résoudre numériquement le probléme de minimisation précédent (33), nous alons d’ abord rappeler le lemme suivant [Cart77]
(donné en annexe 7) :

LEMME 1:
i q 1] z 8F
Soit ' (f,x,y) , si pour | extremaleW -0
OF 1/2
alorsa—y.y — F est constant sur chaque extrémale de/ F(f, x,y).df
' —1/2

L’ équivalent de ce lemme dans le cas complexe est donné par :

d OF dAm~ OF dA™ OF
— | F— . - . = —— (60)
df 5 dAM* df 5 dA™ df of
df df
dA™ (f) 2 |dA™ (f) |
Dans le cas applicatif d’ analyse autorégressive, nous posons : F' <f7 AM (f), df) =g (A™)". T
dg (A(”))
Or nous avons vu que pour I’ extrémale le théoréme de Noether , par (54) et (57) permettait d affirmer queTf =0 pour I'ex-

trémale. Ce qui implique que g? = 0. En appliquant alors le lemme 1 et I équation (60) a notre cas ou F (f, z,y) est quadratique
homogéneeny :
d |, OF dA™)* OF dATN | dF P (61)
df o (AN & oA\ af -
df df
F est, dans ce cas, constante pour |’ extrémal e recherchée. On peut alors utiliser le lemme suivant (cf. annexe 8) :
LEMME 2 :
OF 1/2
Si F est quadratique homogene en y, et si pour |'extrémale af 0, alors toute extrémale de F.df est auss extrémale de
-1/2
1/2
VF.df.
~1/2

On préféreralanouvelle fonctionnelle car elle conduira comme nous le verrons a une expression plus simple a discrétiser pour I’ équa-
tion d' Euler-Lagrange associée. Nous allons donc considérer dans la suite le probléme de minimisation suivant :

/ (n) (n)
M | o (f, 40 (f),dA(f)> df avec F (f,A<”> (f),dA(f)> — g (4" (n)’. (62)

A S/ df df

A ()|
df
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Les équation d’ Euler-Lagrange pour F' (.) nous donnent dans le cas complexe:

d |oF | OF dA™ (f)
B I I vee z— A™ _ )
i | oy e 0 avec A (f) ety if ©
2
al _ 2 _ 2( s(n) dA™ (f) oF dg® (x) | o _ A(n) & dA™ (f)
L’ extrémale recherchée est ainsi état stable de I’ équation aux dérivées partielles suivantes ;
9AM) f) d |, A dA™) (f) A 3 dA™) (f) 2
e ) R R R N
, A N | . (64)
avec g2 (A(”) ( f)) - (‘A(”) ( f)‘ S ( f)) et S, (f)= Y #.e I dont # =E [y, )]
l=—N

Cette EDP peut étre également réécrite en développant le premier terme, ainsi :

9A™ (f)

d2A(n)
LAT)
ot

df?

M) () d|A™ (f).S, (f
pye 44 (1) 4[4 D) ()] -

=9 (A(n) (f )) df df

Nous allons a partir de I’ équation (64), par discrétisation , définir un schéma numérique d' utilisation de I'EDP,

4.5. résolution par un schéma numérique EDP vectoriel

Nous allons décrire, dans ce paragraphe, deux schémas EDP permettant d’ estimer les paramétres autorégressifs du modéle. Le pre-
mier schéma direct agit sur le vecteur des paramétres autorégressifs et le second, indirect, agit a chaque ordre du modéle sur les coef-
ficients de réflexion.

4.5.1. schéma numérique EDP agissant sur le vecteur des paramétres AR

Comme dans la premiére partie de notre exposé, nous allons prendre la transformée en = de |’ équation (64), et par identification terme

aterme des puissances en 2z~ !, nous allons en déduire son expression matricielle. L' EDP peut alors se réécrire de fagon synthétique
sous une forme vectorielle comme suit (cf. annexe 9) :

0A, _ T

o = [Ealn A = K (T A) Ty A

(66)

Cette EDP S'interpréte facilement en remarquant que %, est la matrice Toeplitz des covariances des erreurs d' estimation

n
pr = FE e, (1) .€} (i — k)] ol e, (i) = > a,(,”).xi_p et T, la matrice des corrélations entre le signal et les erreurs d’ estimation
=0

et le vecteur

n,n

e =F [en (1) .y k] . Lorsque A,, tend vers le bon modéle, nous avons . Liﬁlopt 3, = po.I, et B Lirf(,pt T, = [0]

. o2 . A,
autorégressif évolue lentement, puisgu’ alors 6875/ = po.J L. Jp. Ay
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Il faut remarquer que ces deux conditions sont celles qui sont utilisées pour aboutir a I’ équation de Yule-Walker qui utilise les pro-
priétés recherchées que:

pr = E e (i) €} (i — k)] = p0.p0 € 7o = E [en (i) .x}_, ] =0 , Vk (67)

La premiere condition impose la blancheur de I’ erreur d' estimation, et la seconde lanon corrélation entre le signal et | erreur d’ estimation.
Nous pouvons, pour simplifier I’ algorithme, supprimer le deuxieme terme, et ne conserver que le terme associé al’ équation de la cha-
leur anisotrope :

dA™ dA,
7 (A<n>7f)_ df(f)] o =gl z,].J.. A, (68)

La discrétisation est la suivante avec un pas de discrétisation constant At :
Appsr = [In + DT T . dn] Ak

Laconvergence del’ EDP précédente vers |’ état stable impose de limiter ades valeursfaibles le pas de temps At. Pour lever cette limi-
tation Weickert et al. [Weickert98] a proposé un schéma numeérique inconditionnellement stable :

g d |f]2 (A("),f) d

R A (A =0 (1, =Dt JTS, o d)] Ap ket = A, 69
ot df df (f) @[ n enk } 1 k (69)

soit I équation récursive suivante : Ay, k1 = [In — At.Jg.Znyk.Jn]fl Ak

Lamatrice Z,, = [px] avec pp = Ele, (i).e} (i — k)] est estimée par :

Toeplitz

1 1 & 1 X
T — ) fn (i — k) + . by, (i) by (i — k)"
P N_n+k+12i§kf(z)f(z >+2m2;k (i) by (i — k)

n

avec f, (k) = > o api, by (i)=Y al ap_nps et af? =1.

i=0 =0

4.5.2. schéma numérique EDP agissant sur les coefficients de réflexion

Il est également possible de résoudre |’ équation de la chaleur anisotrope de fagon récursive sur I’ ordre a partir d’ une EDP agissant sur

le coefficient de réflexion u,, = '™, en utilisant ces trois relations liées aux structures blocs des matrices mises en jeu dans |’ équa-
tion aux dérivées partielles précédente :

— P1
Jn-1 0 .1 P . A A
Jp = 0 _i9 >, = avec P,_1=|: et A, = +n (70)
( 2. 7'(') n (,)+ 00 O 1
n—1 Pr_1
On obtient alors|I’EDP suivante :

8 n . . — —
gt = (—1.277)2 n2.po.pin + (—i.27) -n~P7(L_)1+-Jn—1- (An—l + ,un.AgL_)l) (71)

qui se discrétise aisément sous la forme suivante :

L i1 = [1 + (—i.2m)% m2.po + At (—i.27) .n.p,E:{fk.Jn_l.A;:)l} g+ Bt (—i.2m) . PO T A | (72)
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R 1
avec P11 = [pi);_, & pi = N—-n+i+1

)

N —
=
=
3
—
=
N
=
3
Y
S
|
~
=

*

D S AR AR

p=n+1i p=n-+1

fn (k) = fn (k) + fin-bn—1 (k -1)

et les récursions classiques : {
bn (k) = bn—1 (k= 1) + - fr1 (k)

4.6. avantages de |'approche variationnelle

Nous identifions deux avantages principaux a |’ approche géométrique intrinseque de la régularisation : il n'est plus nécessaire de
régler I’ hyperparameétre, fixant I’ équilibre entre I’ adéquation aux données et |'a priori sur la solution, et de plus, |e processus peut trai-
ter de fagon naturelle le signal au rythme du flot des données.

L’ approche EDP précédente permet de résoudre le probléme concernant la détermination de I’ hyperparamétre de régularisation
[Thom91]. Par analogie avec ce qui est fait en traitement d'image [ Seth99], la solution est obtenue lorsque la nouvelle estimation dif-
fére peu de la précédente. En effet, aux erreurs d’ arrondies pres, le critére d' adéquation aux données ne s annulera jamais compl éte-
ment, mais proche de la solution recherchée, I’ estimation est ralentie et évolue ensuite lentement. Aingi, le critére d’ arrét permet de
tester la vitesse d' évolution du processus et stoppe I’ EDP au voisinage de I’ optimale lorsque la solution n’ évolue plus que trés lente-
ment. Le test d'arrét de I'EDP, a chague ordre, correspond a un seuil sur la pente de la variation du coefficient de réflexion mésurée
par la métrique de Poincaré dans le disque unité :

Mn ke — Hnk—1

e SR 73
1= b ety k-1 (73)

Testy, = dist (fin,k—1, fn,k—2) — dist (i ks fin,k—1) NVEC dist (fin ks fin,k—1) = '

Le second intérét de cette EDP est de pouvair traiter les données en ligne au rythme du flot du rafraichissement de celles-ci. Si I'on
analyse continuement un flot de données, avec un pas de discrétisation At assez fin, on pourraassurer une convergence rapide a chaque
étape, en rafraichissant régulierement les données, et en initialisant I' EDP avec la solution établie au pas précédent. Considérons, par
exemple, une analyse a fenétre glissante, a chaque déplacement de la fenétre, on initialiseral’ EDP par le résultat obtenu au pas pré-
cedent. Si le spectre a peu évolué quelques itérations de I’ EDP suffiront & converger vers la solution.

Il faut noter que notre approche N’ est pas la seule (cf. [Dem87]) a permettre une estimation en ligne, maisil serait cependant intéres-
sant de comparer les vitesses de convergences et e nombre d’ opérations de calcul requises par ces différentes approches, ce qui n’ est
pasici notre propos.

4.7. courbure algébrique totale de la courbe autorégressive

L es courbes fermées peuvent étre considérées comme lesimmersions du cercle dans le plan. 1l est possible pour la courbe plane fer-
VA™ (f)

mée et orientée A(™ () de définir « un nombre d enroulement » indiquant de combien le vecteur tangent 74 (f) = v, A™ (1)
f

tourne lorsqu’ on parcourt la courbe une fois. Nous verrons dans les exemples, que I’ EDP faisant évoluer A(™ (f) atendance a faire

diminuer le nombre d' enroulements (la courbe initiale et aprés convergence ne seront pas homotopes). Ce nombre d’ enroulements de
A™) () nous est donné par |a courbure algébrique totale définie par :

La 1 1
/ KA.dSZ/ ,%A.‘VfA(") (f)‘df:/ Re
0 0 0

a partir de laformule suivante [Berger87] :

(74)

—i.8rA™ (f)
VA™ (f) ] &

/OLA ka.ds = 2m.Enroul (A(") (f)) (75)
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4.8. extension au cas du Lagrangien homogéne dans C x R

Dans I’ approche variationnelle que nous avons décrite précédemment, la variable fréquentielle f conservait un statut particulier, auss

considérons-nous ici A (f) comme un point dans un nouvel espace dit de configuration-fréquence qui peut étre mis en bijection
. . : . . s (n)

avec R® ou C' x R. On considére |a courbe spatiale suivante dont |a représentation paramétrique est P(™) (f) = {? (f)} . Nous

alonsidentifier lanouvelle formulation du probléme d' Euler-Lagrange associ€. On peut définir sur cette courbe spatiale le triedre de

=)

Frenet (F, 7, b)

AM) 4 A(* ViA™ v, A
2 2
1 AP 1
PO (fy=| AW — AW | =y P = —— ViAW v AW | = ] = VT
2.0 1+ ]|VAM)| 2.4 AP (76)

f 1

- 1/2
—-1/3

L’ évolution du triedre de Frenet le long de la courbe est décrite par |es équations classiques de Frenet en fonction de latorsion de la
courbe § et sa courbure « :

% = k.7l % = —kT7+0b et % = 4. (77)
ou la courbure et latorsion sont définies par :
‘v 1P A V§P<”>‘ Det {v P, 2 P, vfcp(n)}
= 5 et J= 5 (79)
(n) 2
|V P ‘vfpm) A V2P

Le probleme variationnel est reformulé pour la courbe spatiale avec la nouvelle fonctionnelle :

L= /11//22 F (f, AW (f),VAM (f)).df avec g (A(”) (f)) = \/|A(") (N[ -5: () (79)

et F(f,AM (), VA (£)) =g (A (1)) /14940 ()

On déduit la nouvelle EDP, Mean-Curvature Flow spatiale, en utilisant la décomposition intermédiaire suivante :

dg A(”), f dg (A(”),f) dg (A(”), f? dg (A(”L)7f)

e oT | .T+ on | .n+ o .
o9 (A", ) 99 (A", ) o9 (A", ) o9 (A", )
of of of of

De laquelle, nous déduisons directement I’ expression :
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OA™(f,1)
9P — o
Pat(f): thc :g(A("),f)'K'ﬁ—(vp(”’)(f)Oﬁ)-ﬁ—(VP(")(f)o )-b
ot
dg(A™, f) (81)
AT
Y (n) =
wee VPRI g, p
T

Pour palier I effet de lissage du terme dépendant de la courbure, il pourrait étre envisageable de rajouter un terme dépendant de la tor-

sion dans la direction de labinormale : F,.. = g (A(”>, f) 8.b (latorsion s annulle lorsque la courbe de cette hélicoide est planai-
re, ce qui correspond & un pic du spectre). On peut utiliser cette propriété pour augmenter le contraste du spectre avec le terme de tor-
sion tout en régularisant avec le terme de courbure, avec une équation symétrique du type :

oP™ (f)

= [g (A(”>, f) o (VP(") (f) o ﬁ)} A [g (A("), f) 35— (VP(”) (f) o 6)] B (82)

Les outils de la géométrie différentielles des courbes spatiales permettent également d’ envisager de nouvelles éguations de flot
[AIf99][AIt91a][Alt91b], dont la plus connue est |e flot de Darboux [Darb78] :

p) (ot +1) = - [p(n) (fn,t) + P (fn+17t)] (83)

DN | =

Il est également possible d’ étudier le polynéme A™) () dans le contexte de la théorie des noauds respectivement de deux maniéres.
La premiére approche consiste & construire la courbe fermée C'™) () par I’ expression suivante :

2
CM (f) = | Re [A™ (f)] sin(27f) | = (84)
A™ () =A™ ()
Im [A®) (f)] 2.

Re [A™ (f)] .cos (27 f) (A(n) (f)+ A" (f)) ei2nf

Pour la seconde approche, nous considérons les trois courbes décrites sur la sphére unité par les vecteurs de Frenet Rog99][Fench50] :
I"indi catrice sphérique des vecteurs tangents, |es vecteurs normaux principaux et les vecteurs binomiaux. Ainsi, I’ étude de la courbe
spatiale peut étre réduite a I’ éude de trois courbes sur la sphére unité. Pour ce faire, considérons la paramétrisation do = x.ds, on
obtient alors trois équations différentielles non-linéaires couplées a partir de la courbure géodésique

5 & . aF
ﬁg—g.ﬁ——T‘i‘ﬁg.T/\% (85)

Ces trois équations peuvent se réduire & une seule linéaire du 3°™€ ordre avec trois coordonnées découplées :

&7 dr, d*F 3y AT dkg
e — ——=7=0 86
g do®  do "do? ( T (86)

On pourrait également essayer d'étudier des fonctionnelles relatives a la variation de courbure et de torsion [GallierOl]
[Moret93][Welch95].

Je termine ce paragraphe en citant les travaux de A. Manikas [Mani94][Mani95], qui a récemment utilisé les outils de géométrie dif-
férentielle pour décrire le diagramme d’ antenne sous forme d’ une courbe complexe dans C sur le disque complexe N-dimension-

nel de rayon v/N, en étendant au cas complexe une base de coordonnées orthonormales locales décrite par |a matrice de Cartan des
courbures.
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5. eéquation de Burgers pour le cepstre différentiel

Nous allons montrer que le cesptre différentiel, utilisé classiquement en traitement de la parole pour définir une distance entre spectres
via le « retard de groupe », est identifiable ala transformée de Hopf-Cole du polynéme autorégressif. || en découle que le cepstre dif-
férentiel évolue suivant I’ égquation de Burgers qui fournit un schéma numeérique directe d’ estimation de ses paramétres.

5.1. rappels sur le cepstre et le retard de groupe

Les paramétres cepstraux se calculent de facon explicite a partir des paramétres autorégressifs. En effet, en notant que :

IS () (n)
0= Bt = a0y =+ D g A o
k=1
+oo
et In % = Z Ck-Z_k avec Cg = lnpo et C_p =Ch (88)
‘A(n) (2)‘ k=—o0
Les paramétres cepstraux sont aors calculés comme suit a partir de (88) :
10 - 01
aq 1 0 0
A “ an -+ a; 1 0 .- 0
Cp=-J; .G Jr. {02’ } avec Cf = avec GL=10" a, - a 1 0 X €9)
-n
CL 0 0 Qn, a; 1
: e 0
_0 e e O Ay oo ai 1 i

Ladéfinition de J;, est donnée dans |’ équation (32). Il faut noter qu'il existe d’ autres relations entre paramétres autorégressifs et coef-
ficients cepstraux établies par Schroeder dans [Schroe81].

Le cepstre différentiel (la dérivée du cepstre) a été utilisé en traitement du signal pour définir une distance paramétrée robuste entre
modéles autorégressifs. En effet, |es coefficients cepstraux peuvent également s exprimer apartir de la somme des puissances des racines

n 1 n o0 1
de A(™ en utilisant le dévelo ent deln(x) : A™ (2) = 1— 2™ 1 et ln[ } = = mm —m En
ppement deln(z) : A® () = IT (1~ 2("=7") A0 () = 2L

inversant I’ ordre de sommation (la convergence uniforme étant assurée par ‘z;’” 271 ‘ <1):

1 o > 1 n (n)m —m _ & —m
In [A(")(z)} = > (Z 2, )z 7m2::1cm'2

m=1"M \k=1

n k
dont on déduit I’ expression du coefficient cepstral en fonction des racines du polynéme autorégressif : —k.c, = [Z (z(”)) ] . Or

les coefficients {—k.c, } sont justement les coefficients du cepstre différentiel :

(n) +00 +oo n
5‘08 (f) _ (127_(_) ) Z (—k.Ck) 7127rfk ’L 9. 7T (Z ( (n)) ) —i27 fk (90)
f k=1 k=1 \i=1
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Ce qui permet de définir une distance habituellement nommée « retard de groupe » entre un jeux de paramétres [1tak75][Yeg79] « 1 »
et«2»:
L 2
2 (@L) =3 |k — k.
k=1

2 L
’ - (91)
K

n)k n)k
> (Zz(,l) - Zz(,z) )

i=1

=1

Cette distance est ainsi directement relié a la distance entre racines du polyndme autorégressif.

5.2. rappels sur I’équation de Burgers

Burgers [Burge74] a été le premier aintroduire I’ équation non linéaire de diffusion

@—&-u-@— @ avec eRt
ot or | 0a2 7 (92)
up(z) = u(0,u)

Cette équation a été tres étudiée car elle correspond a la forme asymptotique de nombreux systemes a lafois non linéaires et dissi-
patifs. Elle a particulierement été étudiée comme modéle pour I’ étude de la turbulence. Comme I’ équation de Navier-Stokes, I’ équa-
tion de Burgers présente une non-linéarité quadratique. Pour ~ tendant vers 0, la solution présente des chocs au bout d’ un temps fini.
L’ équation de Burgers est de type parabolique comme I’ équation de Fourier, mais comporte un terme non-linéaire u. 8719;
A cette étape, nous allons rappeler, la définition de la transformation de Backlund de I’ équation de Burgers qui met en relation par
enchainement direct et inverse les ééments d’ une famille de solution [Fourn83][Fourn86] :
Soit I équation de Burgers définie par :

2 0X X

BX) = 5y + XG5 — v =0 (93)

04 , on obtient la transformation de Backlund (cf. annexe 10) :

v

A 0f
L(oA oA oA
Alot T ar T Vap

Lecas U = A définit la transformation dite de Miura et le choix U = 0 permet de retrouver la transformation dite de Hopf-Cole
[Hopf50][Cole51] qui linéarise I’ équation de Burgers :

Sil'onpose : X =U -2

of (94)

( v 3A> B
B|U-2".""|=BU)-2v.—.

v 0A 0 |1 [0A %A
U=0 = B|(-2 . . |="2v.| |2 V.o (95)
A of of |A\ ot of
qui montrequesi X = —2%.% est solution de I’ équation de Burgers, alors A est solution de I’ équation de Fourier :
0A PA 0
T

et réciproquement. Si I’on se raméne & notre probléme d analyse autorégressive, pour laguelle on définit le Cepstre C™) (f) par :

+o0 .
CO (f) = 3 et = —mAt (1) (96)
k=1
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On remarque que e Cepstre différentiel D™ (f) correspond & la transformation de Hoplf-Cole de A™) (f) :

aC™ (f) AInA™ (f) 1 0AM (f)
M) () = —_ _
D™ (f)=2w. oF 2.v. of 2.v. A () of

(97)

Nous rappelons a cette étape une remarque importante qui a servi de base aux développements des approches EDP en traitement
d'image: lessolutionsitératives de |’ équation de Fourier de diffusion et I’ éguation de Burgers & un instant ¢ sont également les solu-
tions d’ une convolution du signal par un noyau de convolution qui dépend explicitement du paramétre ¢. Cette équation de convolu-
tion est la suivante dans le cas généra :

1
+oo ———.F(f(,t)
/ e 2A U(¢,0).d

1
¢ oo~ F(f60)
U(f,t)===== N avec N :/ e - .d¢ (98)

Dans le cas de I’EDP de Fourier, ce noyau de convolution est un noyau gaussien dont la variance associée dépend de t (02 = 2.)\.t) :

2 2
pour A(f,t)=U(f,t) alors 8A(;{7 ) = V.a I:;Jg’ ) avec F (f,(t) = ) ;f) (99)
Ce qui n'est plus le cas pour I’ équation de Burgers, ot le noyau de convolution dépend de la condition initidle U (7, 0) :
_ OmA(f,t) 9D (f.1) oD (f,t) _ 9°D(f,1)
D (f,t)= —2.V.T =U(f,t) alors ot +D(f,1). of v. o
avec Firan=T"0 / "D (,0) .y (100)
2.t 0

Ces équivalences montrent qu’ une convolution d'un signal par un noyau peut étre obtenue de fagon itérative par I’ itération d’ une EDP,
C’ est cette équivalence qui permet de remplacer la vision statique classique par une vision dynamique, pour la régularisation.

5.3. équation de Burgers dans le cas de I’analyse autoregressive

Dans le cas ou le polyndme évolue suivant |e terme d’ adéquation aux données du premier cas (27) éudié :

DA™ (f) _, 9*A™ () n 3 1 oA () A A ()
5 = A e — A™ (£).8, (f) alorsA(n) B ot AW af — S (f) (101)
Sachant que :
n) () — n L OAY () oy 9T ()
CM (f) = —InA™ (f)  soit BT I —AM (f) T (102
Et en dérivant a nouveau par rapport a f :
PA () _ oCc (1)) _ 9P (1)
FATM) A<><f).[( o) - 25EY (109
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On en déduit alors que :
2
ac™ (f) o*c™ (f)  [oC™ (f) A
—L =\ - Sy 104
5 T 3F + 5. (/) (10)
el L () aCc™ (f) . , : , A
En prenant alors le Cepstre Différentiel D\™) (f) = 2'/\'87]” et en développant I’ expression suivante, correspondant a I’ équa-
tion (90) dérivée par rapporta f :
2 ~(n) 2 ~(n) (n) 2 S
°C™ (f) 9 |0°C™(f) _ (0CT (f) 954 (f)
=\ 3 — + (105)
otof af of of of
On retrouve finalement |’ équation de Burgers reliée au terme d' attache aux données :
ODW () | pow () 2P ) _, DD, 95 () (106)
ot Y Y af

Nous appellerons cette équation, I’ équation de Burgers pour I’ analyse spectral e autorégressive (Equation de Burgers avec potentiel).

Suivant les résultats classiques de I’ é&ude du comportement de I’ équation de Burgers, les chocs se créent donc pour 855}5"6 ) =0,
o s : . o OPDM () _
' est-&-dire pour les pics du spectre et sont lissés par le terme de diffusion B T [Fourn83],[Fourn86]. Nousillustrerons ce com-

portement non-linéaire au chapitre 7.

6. cadre d’interprétation par le champ vectoriel
de Polya

Dans cette derniére partie théorique, nous donnons une derniére interprétation géométrique, basée sur une remarque du mathémati-
cien Polya qui a donné une interprétation de I’ intégration complexe en terme de travail et de flux du champ vectoriel complexe conju-
gué [Polya74][Brad87][Need98].

6.1. représentation des fonctions complexes sous forme de champ de vecteurs

Lavaleur f (z) d'unefonction complexe peut étre représentée par un vecteur V' (z) issu de z et donne le champ de vecteurs défini par
cette fonction f (z). L’interprétation sous forme de champ de vecteurs permet de définir la notion de flux et de travail par rapport &

un parcours d'intégration. V = (Vf) T+ (V.N) N avec T=iN: T et N vecteurstangent et normal aun chemin orien-

tée ' immergée dans le champ vectoriel V. Le flux est alors défini par : F[V,I] :/(VN) ds et le traval par :
r

W[V, = / (VT’) .ds avec |es propriétés suivantes :
r

(V' sans source = F'[V,boucle gqq] =0) et (V irrotationnel = W [V, boucle ¢q] =0) .
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On définit également les notions de divergence et rotationnel : avec V =V, +4.V,,.

0 0
: e | %] (Ve _oV. 0V, . , N .\ _ oV, Vi
Divergence: V-V = K (Vy> = o + ay et rotationnel : V xV = 9 X (Vv) = o ay (107)
oy y

qui permettent d’ exprimer de fagon synthétique, e théoréme de Gauss :
F[V,T1= [[4[V-V].dA etlethéoremede Stokes: W [V,I'] = [/, [V x V].dA. Nous allons alors rappeler dans la suite e lien
établi par Polya entre cette description vectorielle d’ une fonction complexe et I’ intégration complexe de celle-ci.

6.2. flux et travail du champ vectoriel de Polya

Polya, a partir de cette représentation d’' une fonction complexe sous laforme d’ un champ de vecteurs, a donné une nouvelle interpré-
tation géométrique a |’ intégration d' une fonction suivant un chemin.
Considérons :

/V (2).dz avec V = |V].e"’ et dz=e"".ds (108)
-

On définit le vecteur de Polyapar : V* = |V*|.e~*# . On remarque aors que:

Vidz = |V*|.ef.ds avec 6 =a—(—p3)

- " (109)
Vidz = [|[V*|.cosf +i.|V*| .sinf] .ds = |V*T +i.V*.N| .ds

Ce qui permet d’ écrire :
/V (2) dz =W [V* T+ i F[V*T] (110)
-
Cette écriture de Polya permet alors de donner une nouvelle interprétation au théoreme de Cauchy :

Le champ de vecteurs de Polya de V est non divergent et non rotationnel si et seulement si V est analytique.
De plus, les formules de Gauss et Stokes permettent d’ écrire :

j{(V(z) .dz://R [V x V].dA +1. //R V- V].dA (112)

6.3. interprétation de la régularisation

Cette écriture élégante de I’ intégration complexe permet de faire la remarque suivante, que nousillustrerons par la suite sur des exemples
au chapitre 7. Dans le cas autorégressif, le parcours d' intégration choisi est celui du cercle complexeunité D = {z € C / |z| =1} &
nous pouvons écrire larelation (110) :

f A () dz =W [AW* (2) ,D] +i.F [AW* (2) 7D} - / / [v x A™ 4V A<">} dR (112)
D/|z|=1 R
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Plus on régularise la solution, et plus le modél e autorégressif obtenu tend vers un spectre de bruit blanc ¢’ est-a-dire un polyndéme auto-
régressif égal ala constante unité. Dans le cas extréme de la régularisation (on ne stoppe pas I'EDP), le polyndme autorégressif est
réduit & une constante, et nous avons :

W [AM* (), D] =

A =1 a0 { AL A

D/|z|=1

0
. (113)

Il apparait donc que la régularisation tend a rendre le champ des vecteurs autorégressifs conjugués non-divergent et non rotationnel
sur le parcours d’intégration défini par le cercle unité complexe.

7. illustration par I'exemple

Nous donnons quelques résultats en illustration de notre propos obtenus sur des données complexes enregistrées issues d' un écho-
graphe Doppler. Ces données nous ont été fournies par I’ université de Florence pour I’ étude Européenne DOLPHINS, dans le cadre
de |’ action BIOMED II du 4™ programme cadre.

7.1. courbe polynémiale, boucles et flot de courbure moyenne

Dans cette premiére partie, nous montrons le comportement de la courbe orientée A(™) () soumise au processus dynamique de régu-
larisation misen cauvre par I' EDP (66) (il s agit d’ une analyse de 7 échantillons soit un modéle autorégressif d’ ordre 6). Les séquences
d'images se lisent de gauche a droite et de haut en bas:

Figure 2. — Evolution dela courbe { A(™)(z) / |z| = 1} pour un signal mono-fréquentiel.

384 Traitement du Signal 2000 - Volume 17 —n° 5/6



Calcul des variations et analyse spectrale : équations de Fourier et de Burgers...

VAVE 0 VAVE 0

Figure 3. — Evolution globale de {A(™)(z) /|z| = 1} (& gauche) et du spectre associé (& droite).

Nous voyons la courbe { A™ (z) / |z| = 1} évoluée stivant I’ EDP préalablement établie. Nous sommes ici dans le cas d’un signal
mono-fréquentiel, et la courbe converge vers un cercle complexe centré sur le point (1,0) (modéle asymptotique du bruit blanc). Dans
le cas d'un signal multi-fréquentiel, {A(") (z) / |z| =1} convergerait versautant de boucles circulaires autour du point (1,0), que le
signal présente de fréquences. Nous observons sur la figure 3 que la vitesse d' évolution de la courbe dépend de la courbure (Mean
Curvature Flow), |es petites boucl es disparaissant plus vite que les boucles plus larges. On voit également sur |e spectre autorégressif
(image de droite de la figure 3), la disparition des pics parasites liés au caractére mal-posé, sous |’ effet du « flotgéodésique » régula-
risant.

Nous avons également tracé latrajectoires desracinesde { A™) (z) / |z| = 1} au coursdu temps, soumisal’évolution del’ EDP (66),
sur la figure suivante :

Figure 4. — Evolution desracines de A(™) (z).

On observe que la racine correspondant a la fréquence effectivement présente dans le signal reste proche du cercle complexe unité
alors que les autres racines représentatives du bruit sont réparties de fagon isotrope autour de I origine vers laquelle elles convergent.
On peut également constater que les racines représentatives du bruit évoluent trés vite au départ puis ralentissent. Ce ral entissement
est utilisé pour stopper I évolution de I'EDP et ainsi prévenir une sous-régularisation ou éviter une sur-régularisation. C'est ici, que
I" aspect dynamique considéré en terme de vitesse d' évolution permet de s affranchir du réglage de | hyperparamétre utilisé par |’ ap-
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Figure 5. — (a droite) Evolution de Test, = dist(fin k—1, Hn,ks Pn,k—2) — dist(fn ko, fn, k—1)

Hn,k — Hn,k—1
1—pink* Bnk—1

et (a gauche) évolution de dist(in i, pn,k—1) =

WavE 0 wavE 0 WavE 0

wavE 0 WavE 0

A 0],

Figure 6. — Evolution de la courbe spatiale P(") (f) = [ ;

WavE 0 WAVEC WAVEC

- Re [A(") (f)} .et2nf

Figure 7. — Evolution de |a courbe spatiale fermée C(") (f) =

Im [A(") (f)}
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proche classique (c’'est comme si hous faisions évoluer I" hyperparamétre A de I’ approche classique avec le temps jusqu’a ce que le
spectre n’ évolue plus que tres lentement). Dans le schéma récursif sur I'ordre sur les coefficients de réflexion, nous visualisons le
critére d’ arrét en visualisant, en premier lieu I’ évolution de la distance entre coefficients de réflexion successifs (distance de Poincaré)
ainsi que la pente de cette distance.

Pour illustrer I’ extension de I’ approche variationnelle au cas de la courbe spatiale dont |a troisieme coordonnée est donnée par lafré-
quence, nous représentons son évolution sous I’ effet d’ un flot de courbure moyenne sous deux représentations : une hélicoOde et une
courbe spatiale fermée.

Nous avons également représenté le champ de vecteurs de Polya des vecteurs autorégressifs conjugués { A~ (z) / [z| = 1} sur le
cercle complexe unité, pour illustrer I’ effet de la régularisation.

WAVE 0

Figure 8. — Champ de vecteurs de Polya a I'initialisation (& gauche) et aprés convergence de|I’EDP (a droite).

WAVE 0 WAVE 0

Figure 9. — Evolution de la courbe {A(™)(z) /|z| = 1} et du spectre associé dans le cas d’ un bruit blanc.

Comme nous |’ avons déa commenté, la régularisation tend a rendre le champ de vecteurs non-divergent et irrotationnel sur le cercle
complexe unité.

Nous avons reproduit les mémes figures dans le cas d'un signal d’un bruit blanc gaussien simulé. Nous analysons une fenétre de
20 échantillons, ce qui correspond a un modéle autorégressif d’ ordre 19. L'initialisation est donnée par I’ agorithme de Burg clas-
sique:

A™) () converge vers un cercle dans le plan complexe autour du point (1,0) (solution asymptotique d un bruit blanc A™) (z) = 1)
de rayon lié ala puissance du bruit. Le rayon de ce cercle induit une faible oscillation résiduelle observable sur sur le spectre auto-

régressif.
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— VAVE 0 - | ]| VAVE 0

A Wwf’ﬁ'WwwamewwmnMMA

Figure 12. — Evolution du spectre Doppler/Distance sur sighal échographique issu de I’ EDP.
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Nous observons que le spectre converge vers un spectre de bruit blanc avec une répartition isotrope des racines autour de I’ origine, et
une vitesse d’ évolution des racines qui se ralentit lorsgu’ on s approche de I’ optimum.

Nous observons également que le champ de vecteurs de Polya associé devient irrotationnel et non-divergent dansle cas du bruit blanc.
Dans cette premiére partie, nous donnons également les résultats de régularisation au cours des itérations de I’ EDP, visualisés sous
forme d’images Doppler/temps de données échographiques (chaque ligne de I'image correspond & un spectre autorégressif codé en
niveau de gris, avec lafréquence Doppler en ordonnée et le temps en abscisse). On constate la disparition des pics parasites du spectre
liés &l aspect mal-posé du probléme (le spectre est estimé sur des fenétres de 7 échantillons, soit un modée autorégressif d’ ordre 6).

7.2. courbe du cepstre différentiel, chocs et équation de Burgers

Dans cette seconde partie, nous illustrons le comportement du cepstre différentiel soumis al’ EDP de Burgers conditionnellement aux
données. L' aspect non-linéaire de cet EDP montre I’ apparition de chocs lissés par le terme diffusif. Le cepstre différentiel ne conver-
ge plus comme pour la courbe autorégressive vers un cercle, mais vers une courbe qui dans le cas asymptotique (un nombre infini
d’ échantillons) comporterait effectivement des chocs.

Nous représentons dans la séquence d’images qui suit, I’ évolution du cepstre différentiel, lorsgu’ on laisse évoluer I' EDP sans recou-
rir au test d'arrét. L' EDP évolue alors au-dela de la limite pour laquelle le ralentissement de la vitesse d' évolution aurait du stopper
le processus. On voit apparaitre I’ amorce du cas asymptotique ou le cepstre différentiel converge vers une courbe qui tendrait a pré-
senter une discontinuité (illustrée par cette série de boucles serrées sur la partie gauche du cepstre différentiel) :

Figure 13. — Evolution du Cepstre différentiel D(")(z) sans application du critére d'arrét.
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Figure 14. — Evolution globale du Cepstre différentiel.

Nous représentons dans ce qui suit la partie réelle et la partie imaginaire du cepstre différentiel, qui possede de bonnes propriétés de
discrimination spectrale en présence de racines proches [Yeg79] comparé au spectre autorégressif. En effet, le spectre autorégressif
est donné par :

- 1 1
In A™ () = Zln (1 — zi(n).z_l) = 3= 5 5
i=1 ‘A(") (Z) H Z(n) - Z‘
i=1
Les parties réelles et imaginaires du cepstre différentiel possedent la propriété de faire apparaitre I'inverse d' une somme des modules
carrés, contrairement au spectre autorégressif qui est fourni par I'inverse d' un produit des modules carrés ;

(n) n (n)
D™ (z) = —2.)\.2'.271'.ZM =47 iy, (557
dz i=12;  —Z
2
n Im [Zi(").z} n zim — Re {ZE").Z}
Re [D(") (2)] = 47X Y ——— etIm [D(") (z)] =47A > 5
i=1 2 n) P =1 Z(n) _ Z‘

Figure 15. — Spectre a I'initialisation (a gauche) et aprés conver gence (a droite).
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Figure 16. — Partieréelle du Cepstre différentiel al’initialisation (a gauche) et aprés conver gence (a droite).

Figure 17. — Partieimaginaire du Cepstre différentiel al’initialisation (a gauche) et aprés conver gence (a droite).

8. conclusion

Nous avons tenté dans cet article d étendre les approches EDP dével oppées initialement en traitement d'image, au cas de I'analyse
spectrale autorégressive, pour laquelle nous avons établi en particulier une nouvelle équation qui permet I’ estimation spectrale régu-
larisée sans utiliser explicitement un hyperparamétre de régularisation de réglage habituellement peu aisé. Cette analogie a pu s éta-
blir en considérant A(™ (f) comme une courbe paramétrée fermée et orientée dans I’ espace complexe.

Cette approche EDP appliquée aux modéles autorégressifs complexes pourra avoir des applications pour le suivi continu de phéno-
meénes instationnaires en analyse spectrale et en traitement d antenne, mais également en reconnaissance des formes. En effet, Les
modeél es autoregressifs complexes ont été récemment utilisés avec succes [ Seki92][Kuri94] en reconnaissance de formes planes. Cette
paramétrisation posséde la propriété d’ étre invariante par transformation affine. De plus, le choix du point de départ sur laforme peut
étre choisi de fagon arbitraire. L' approche par modél e autorégressif complexe permet d avoir un modéle paramétrique a partir dugquel
la définition de distances robustes est facilement appréhendable [Barb99a][Barb99b][ Small96] [Ken84][Ken93].
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annexes

annexe 1 : lien entre vecteur tangent, vecteur normal et courbure dans le cas complexe

dar dr _d7 df 1 dr
Nous allons montrer que : e = femen partant de ds ~ df ds va(n) i

d
L A ATL VA | - VfAW@ [[VsA™]]

VA v AP

dr 1

ar _ d | vA®
ds — |VAM| df

[V Am|

Or

d «11/2 1 1 . .
_ 4 () 7, A _io1r () 7, A0 (n) (n)
)= i ([va VA0 ) = 2.’va(n)‘.(AM VAT A AT, A™)

o

On en déduit donc que :

A7 1 DA |VAM P - (W AM)? A A

a2 veAn[’
o —i.Ap A L, VAW
Nous savonsde plusque: « = Re VA, |va(n)| et N=17T= Z.W, aors
L1 —i.Ap A iLp A* . VAM
KN = —. / + f 2. !

1 ( AfA(”) _ AfA(n)*. (va(n))2> _ l AfA(n). |va(n)|2 — (va(n))Q .AfA(n)*
5"

Kl = —.
2 \[vpamf [V ram|* v, Am[*
a7 d?A™
Nous avons donc montré que—T =K1 = cA(S)
ds ds?

annexe 2 : équation d’Euler-Lagrange dans le cas complexe

Nous considérons des petites variations de A(™ — A 4 §A(")

1/2 d (A™ + 5AM) 1/2 dA™
w(A®™) = (n) m) GAA7TORTT) ) g (m) G247
A (A ) /_1/2F (f,A +0AM™, 7 df /_1/2F(f,A T ).df

Soit § W (A™) la partie linéaire de AW (A(™)). Cette relation est appelée premiére de la fonctionnelle ou encore premiére varia-
tion. Ellejoue un réle comparable acelui de ladifférentielle en théorie desfonctions [ Your79]. Commeil s agit de dérivées complexes,
nous renvoyons le lecteur aux articles suivant [Carab4], et écrivons la variation premiére dans le cas complexe. On considéere que F' (.)

est fonction des variables A™ (f), A™* (), et V;AM (f) et VA (f) 1 AP s A 4 5400
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OF

oF oF oF
SF (f,A™ v, AM™) = SAMW T (VA ) T 5 AM S (VyAM
(f ! ) oA P (vaw)*) ( / ) dA™ P (vaw)) ( ! )
1/2 1/2
5W(A(”)) :/ §F (f’A(n)’va(n)> .df_(;l/ F(f,A(”),VfA(")) df]
—1/2 —-1/2
En réécrivant :
oF dA™N  9F  dsA™
5 dAM™ N\ df a 5 dA™ N\ © df
df df
et en intégrant par parties :
1/2 (n) 1/2 e
/ oF ,d(;A df = _/ i L .5A(").df+ L'(;A(n)
—1y20(VpA)df —1y2 df \ 0(vpA) o (vyA™) o,

Nous écrivons aors la variation premiére ;

2 oF d OF V2l oF  d OF
W (AW) - / e = e ] | eAm / = e | e || 6A g
—1/2 | OA af \ o (VfA(”)*) J-1/2 | 0A daf \ o (VfA(”)>

1/2
OF

+ W.MW

L es seconds termes de |’ équation sont nuls. Comme 6 A et § A)* peuvent varier arbitrairement le long de la courbe, on obtient les
conditions nécessaires et suffisantes d’' Euler-Lagrange pour que |’intégrale W (A(”)) soit stationnaire :

d OF _OF d OF _OF

annnexe 3 : régularisation non-quadratique

daf

o [ 00|V AM])\ g2 (AM)
L’ équation d’ Euler-Lagrange étant : — (A. a(va(n)*) T T oA

. oA d [ mpy YA N ey &
elle se développe comme sit : 2 dF <<D (|vsA |).WfA(n)’ =AM (£).5, ()
Soit encore 2. (% (@ (|[V,AP)] .7+ @ (|[V,AM)) 9T A (1) 8, (1)

2\ af f . f “df o
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ar 1

C @ ) 2L = (n) (n) _
Or nousavons: @ (|V;A™)]) df @ (|VeAM]). A ArA if .‘va(n)
J7 d|VAm| d B , d|VeAm|
(|VfA |) d; - : (AfA(n) - JTLT et df [ (|VfA(")m T=0 (|VfA(n)|) ~JTLT

De plus nous avons :

a[v; A" /A0 (). a0 ()
df f

(BsAM 7 4 B A F) = Re |8, A0 7] = (840 0 7)

N)\»—l

Or nous avons la décomposition suivante :
ApAM = (ApAM) o F) F 4 (DA™ o 77) i

Ce qui permet de réécrire I’ équation d' Euler-Lagrange sous laforme :

%. (qn" (‘vaW

On remarque que dans le cas quadratique, on retrouve la premiére équation :

) (8,40 07) 7+

2 N
® (’vaW = AAA™ =A™ (£) S, (f)

) e

annexe 4 : résolution de I’équation d’Euler-Lagrange (approche de Tikhonov)

2 A (n) .
Pour résoudre I’ équation d’ Euler-Lagrange, nous allons développer |’ équation . %2@ AM (£).S, ()
d d dz7! - 4 d . e
via la transformée en z. Commencgons par remarquer que — i d?f'T = —i27.2 T Ce qui permet d' écrire I’ équation

(n) R
d'Euler-Lagrange sous laforme:: _A'4W2‘Z_1Mi—f (z‘l.%@) =AM (2).8, (2)

2 @AY G) A G e ) 4 o

ou encore —\.472. l e te U e

(=)

On remarquera que le second terme de I’ équation peut étre réécrit comme suit :

+N
AM (2 <Z a™ .z q) . ( Z f%.z‘k> avec 7p =F [wp.x)_], 7= et (n) =1
k=—N

A(n)(Z)Sv ( ) <’I" +Za(n) AT ) — <Ax+zan) A ) —2+ +<Aw+za(n) An q) 2T
q=0
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Pour en déduire I’ équation matricielle associée, il suffit alors de faire une comparaison terme a terme en fonction des puissances de
2~ ! avec le second terme :

gt |2 PAY @) dAT ()
d(z_1)2 dz~1

= —\An2. Zpga](o”).z*p
p=0
= \dr2. ((1)2 a2 4 (22 a2 4+ (n)? .agl")z_")

Ce qui permet d' écrire de fagcon synthétique I’ expression matricielle suivante :

(1)2 0 e 0 agn) 7y K v agn) P

. . (n) o A .. : (n) rL

aam |0 @7 B A I G A R MR
0 o ] Ll L, ooa w1 La?] Laa

On retrouve ainsi la solution par moindres carrés régularisés classique (Yule-Walker) [Her97][Kita85].

annexe 5 : algorithme de Burg régularisé (approche de Tikhonov)

Nous proposons le calcul récursivement sur I’ ordre de la solution de I’ équation de Yule-Walker régularisée. Pour ce faire, on utilise
I’ approche classique de Burg [Burg67], qui consiste a essayer de minimiser, a chaque ordre, le critére quadratique d’ adéquation auix
données a partir du coefficient de réflexion 1, en utilisant larelation de récurrence fournie par I’ équation de Levinson. Le critére qua-
dratique d' adéguation aux données défini par I’ erreur quadratique moyenne d’ estimation est maintenant estimé a partir de la moyen-

ne des erreurs quadratiques moyennes fournies par la prédiction directe f,, (k) et rétrograde b,, (k) :

1 al 2 2 2 1/2
a4 10n 0 = o= E [len OF] = [ E® ().p
2. (N — ’IL) k:;—l N—o0 |: :| ~1/2
+oo )
avec EM (f) = > pre 2™ et pp = Fle, (i) ek (i — k)] et pour expression des erreurs d estimation directe et rétrograde :
k=—oc0

n (n) n (n)« (n)
fak)=>a; " xp—iy, bn(k)=> 0a;  Xp—nt: et ap =1
i=0 i=0

L’ équation récursive de Levinson, qui se déduit de la structure blocs de I’ équation de Yule-Walker, permet d' écrire :

(n)

ay
(=)
A, = |: = [64"‘1} + lin- {fnl} avec fin = a%”) et la notation suivante :
e
0O --- 0
AL = Jn A% avec J, = : 1 . O . Ce qui permet de réécrire les expressions récursives suivantes. En premier lieu
o .- .

pour A(™ (), nousavons : AM™ (z2) = 3 a2k = A=Y (2) 4 .27 ACD (1/2%)F
k=0

Nous avons le méme type de relation récursive pour |’ erreur de prédiction directe et rétrograde, liée a la structure treillis de I’ algo-
rithme de Burg :

In (k) = fa—1 (k)'hun-bn—l (k - 1) et b, (k) =bn-1 (k - 1)+,u:rfn—1 (k)
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Nous allons alors essayer de trouver I’ expression du coefficient de réflexion qui minimise a chaque ordre le critére quadrati que auquel
est gjouté le termeintégral de régularisation :

B0 ()~ L - WP b (e [ 4A™ ) 2d
B ) = 5y 2 Mn P I 00 LT

Les relations de récurrences précédentes permettent d’introduire le coefficient de réflexion dans le premier terme de Eﬁ’ég (tn), de

méme la relation de récurrence sur A (z) introduit le coefficient 11,, dans le second terme (terme de régularisation quadratique)
[Barb95].

(n)
I suffit alors d’annuler le gradient de Eﬁ?_(), (1) par rapport a i, : VunEﬁﬁz, (i) = Cﬂng“—”) = 0. Finalement, on déduit le coef-
ficient de réflexion (Burg) régularisé
9 N
* n 1 n—1
N S faor (k) by (k—1)+2. Zﬁk . ).l
== hontl | avec B =\ (2m). (k —n)®
N D U O fbaoy (k= 1) + 2. S 40 o)
—n
k=n+1 k=0

Il apparait, par rapport al’agorithme de Burg, que seule |’ expression du coefficient de réflexion change : gjout d’ un terme au nume-

rateur et au dénominateur qui dépend des parametres autorégressifs al’ ordre précédent a(” Y Ce sont cestermes qui évitent le mau-
vais conditionnement du calcul du coefficient de réflexion et stabilisent le calcul numérique de la solution, afin d’ éviter que conjoin-
tement numérateur et dénominateur s annulent lorsque I’ on s approche du bon ordre du modéle autorégressif.

Cette approche permet de conserver la faible complexité algorithmique et la structure treillis de I’ algorithme de Burg, tout en levant
le caractére mal-posé du probléme. Il est alors possible de choisir un ordre de modéle maximum (nombre d' échantillons moins un)
sans voir apparaitre de pics parasites. || faut également noter que notre approche comporte un lien avec la méthode de régularisation
par moindres carrés, en remarquant que :

n—1 n

3 S
=0 k=1 ! Tmek R Thk—l = Tk—1 si k#I1
Bn = =01, ] (n) avec 1, =E [y.2%,_]
(n—1) (n—1) _ Tt = Th—1 + [y, autrement
> 2w Tt |
1=0 k=0

Soit I’ expression implicite de la matrice de corrélation régularisée équivalente dans le cas moindres carrés :

n? 0 0

0 (n—-1* 0 0
R =R, + X\ (27)°.0, avec O, =

0 0 12

annexe 6 : développement de I’équation d’Euler-Lagrange
dans I’approche géométrique

Nous développons I’ équation :
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dg dg .\ = 1 99 -
|Vf ”)|( *<2. oT|.T— —g.kn| =0
A HAM* v, AM 8f
f

gBFAD [V A * — gv A" (7,42

V40| vy .
T =
Lo 09 (VeA™M) 0y VA0 509 VA™
OAW |7, Am[> TOAWT |y “or |pAm)|?
A ; w[* e
T, o _1ans o _vavms oy [ 05,

VA" (287 =AM 5, [V AN [) =T A0, (P2 AT A®.G, |7 A0])

VfA(n) 0
g. ] as a
2.9. [V A™| At |2
(n) )
A i (VACY (A0 — A0 8, |9,400)) 4 A0 2 55 ~0
2.9. ‘VfA(”)|
annexe 7 : démonstration du lemme 1
d aF P4 (0F L OFdy OF dv OF dy OF
af \oy? ) T ar dy df oz df Oy df  of
soit: L (p_ OF )\ _OF
df ay )~ of
8F aF OF OF aF OF
— y F -——|y——~ or - —=0
df df ox of df Oz
Donc s pour I’extrémaleg—l; =0 aorsF — %y = cste pour |’ extrémale.

annexe 8 : démonstration du lemme 2

[ : _— d (OF\ OF

Ngn e F.df est solution de I équation d' Euler-Lagrange df (8y> = 9

Min v VF.df estsolution del’équation d' Euler-Lagran e d L oF 1 oF
FoJ 12 & agrang VE Oy = VF oz

Sachant que F', quadratique-homogeéne en y, est dans ce cas constant sur chaque extrémale, alors% (\/1? . ?;) = L . 4 (3F>

et I'extrémale de I’ une vérifie I équation de I autre.
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annexe 9 : expression de I’EDP vectorielle

-1
En utilisant le fait que i Wi—f% = 72‘27r.z*1.dzid_f, on déduit que I'EDP s exprime alors comme suit :

DA™ ()

(n) (n)

8271

+oo
En utilisant le fait que g°> (A™ (z)) = > pr.2~*, nous réécrivons I’ équation en puissances de

k=—o0

Z 3a 2P = ( Z Pk-2 k) .(—i.2.7r)2.ip2.a1(7").z_p + (—i.2.m) Z k.pk.z k.ip.az()”).z_p
p=0

p=0 k=—c0 k=—oc0 p=0
+o0 n n
+ |-2.4.x%. Z E [en (i) @} Z7k, Zp.az(jn).zfp. Zq.aé”)*.zq
k=—o0 p=0 q=0

gue nous pouvons réécrire sous la forme suivante, en regroupant les termes :

n (n)
Zagz; .z~ QZW Z ZP (p+k) pka(n)z (p+k) 4 217r| Z Zzpa qa(” Tz (B+p—a)

p=0 k=—o00 p=0 k=—00 p=0 q=0

avecT, = F [en (1) .:c;*_k] . L’identification terme & terme des puissances de z~!, nous permet d’ écrire I’ équation suivante sous une

forme vectorielle : 8;;,1 =JI 2] JnAp — K (Jn.Ap) Ty Jn Ay
InAn - [ 71 70 Ty 5 y
Op—1 0 0 0 T2 1 70 T Th—1
Z, In-An " Lo T T
K (Jn.-Ap) = " [ On1 Zo=101 " 00| Tu=|" ;
. - . T4 :
: N Lo 0 . . . .
n J,. A, 0 --- 0 10 : : : : Tn—2
70,1 L72n—1 T2n—2 T2n-3 **° Tn Tp—1J
avec Ty = E [ey, (i) .2]_;]
0 PO PL o Ppa
. . 0 2 R _ | p Lo . _ Nk
et J,=(—i2m). | 7 ) >, = et prp = FEle, (i).€), (i — k)]
n Pn—1 =* P1 PO

annexe 10 : démonstration de la transformation de Backlund

BU2V6A—8U2V8A+U2V8A 0 v 0A
"ATaf ] ot "ATOf "ATOf | of

— 4.~ .| — V.
A Of

92 l v 0A
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o 2(l%>_621n14_621n14_3 l%)
ot \Aof) otof  ofot Of (A ot
0 (10A 0 (10A 0 104\’ 0 0 (10A

v 0A 0
B (U— 2..) =B(U) -2,

10, o4 oA
a\ot "o Vo
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