Détection multi-utilisateurs bayésienne

basée sur une formulation d’état du systeme AMRC
Bayesian multi-user detection based on a state-space
model of the DS-CDMA system

Bessem Sayadi, Sylvie Marcos 2

T Alcatel-Lucent France, Route de Villejust, 91620, Nozay France
bessem.sayadi@alcatel-lucent.fr

2 L aboratoire des Signaux et Systemes (LSS), CNRS, Supélec, 3 rue Joliot-Curie,
Plateau du Moulon, 91192 Gif-sur-Yvette Cedex France

marcos@lss.supelec.fr

Manuscrit recu le 18 novembre 2005

Résumé et mots clés

Dans cet article, nous proposons un détecteur multi-utilisateurs basé sur une représentation d'état au rythme
symbole du systtme AMRC (Acces Multiple par Répartition de Codes). Le modéle d'état met en évidence un
bruit de transition non Gaussien. Par conséquent, I'application du filire de Kalman comme un détecteur
multi-utilisateurs perd son optimalité au sens de I'erreur quadratique moyenne minimale (EQMM). Pour
remédier a ce probleme, nous proposons d'utiliser I'approximation par une somme pondérée de gaussiennes
(SPG) de la densité de probabilité a posteriori des symboles a estimer sachant les observations. Nous
montrons que la SPG se propage au cours des itérations a travers une structure de réseau de filtres de
Kalman (RFK) fonctionnant en paralléle. A chaque itération, nous proposons de réinjecter une seule
gaussienne ayant la moyenne et la matrice de covariance de I'estimée EQMM du vecteur d'état obtenue.

La structure proposée présente des performances nettement meilleures que les structures linéaires (EQMM,
décorrélateur, filtre de Kalman) et a retour de décision (DFE).

AMRC, Détection multi-utilisateurs, Filtrage de Kalman, Somme Pondérée de Gaussiennes, Relation de Bayes.

Abstract and key words

In this paper, we propose a new multiuser detector based on a symbol rate state-space model of the CDMA system.
This state-space model presents a non-Gaussian state noise characteristic. Therefore, the Kalman filtering approach
looses its MMSE optimality. As a solution, we propose to apply the Weighted Sum of Gaussian (WSG) approximation. We
demonstrate that the WSG is propagated during iterations through a NKF structure. At each iteration, we inject only one
gaussian term having the mean and the covariance matrix of the last obtained MMSE estimate of the state vector. The
proposed structure improves the performance compared to the linear structures such as: the MMSE, the Kalman filter
and the feedback structure such as DFE.

CDMA, Multiuser detection, Kalman filter, Weighted Sum of Gaussian, Bayes rule.
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Détection multi-utilisateurs bayésienne basée sur une formulation d’état du systeme AMRC

1. Introduction

Les systemes de communications mobiles de troisieme généra-
tion (3G, HSDPA) sont basés sur la technique d’acces multiple
par répartition des codes (AMRC) ou plus communément le
CDMA (Code Division Multiple Access). Dans cette méthode
d’acces multiple, des séquences d’étalement différentes sont
attribuées aux utilisateurs. L’accés en méme temps et sur la
méme bande de fréquence crée I’interférence inter-utilisateurs
(ITU). A cet effet, on choisit généralement des séquences d’éta-
lement ayant de bonnes propriétés d’auto-corrélation et d’inter-
corrélation, voire I’orthogonalité, pour faciliter la séparation des
utilisateurs au niveau de la réception. Cependant, 1’asynchro-
nisme de la transmission et la présence de multi-trajets dans le
canal de propagation détériorent ces bonnes propriétés. Par
ailleurs, si le débit des services augmente relativement par rap-
port a la bande passante ou/et a 1’étalement temporel du canal,
il y a également présence d’Interférences Inter-Symboles (IIS).
Durant la derniére décennie, diverses approches d’annulation
d’interférences (IIU et IIS) ont été proposées. Ces méthodes
peuvent étre classées suivant des structures sous ou sans
contraintes d’alphabet, fonctionnant symbole par symbole ou
séquence par séquence, minimisant soit un critetre MAP
(Maximum A Posteriori), soit un crittre MV (Maximum de
Vraisemblance), soit encore un critetre EQMM (Erreur
Quadratique Moyenne Minimale). Ces approches dépendent
notamment de la modélisation de la relation entrée-sortie du
canal de transmission.

Dans cet article, la détection multi-utilisateurs est vue comme
un probleme d’estimation bayésienne des symboles transmis
selon une formulation d’état du systeme AMRC. Le signal recu
sur une période symbole, r(k)!, s’écrit sous la forme suivante:

r(k) = A(k)d(k) + b(k)

ot A(k) représente la matrice code-canal,

dk) = [xT (k),...x" (k —k + D],

avec x(k) = [dy (k),....dg (k)]T , est un vecteur de dimension
(ZK x 1) contenant kK symboles ({d; (k)}). b(k) désigne un
bruit blanc Gaussien. Le terme k représente le nombre de sym-
boles interférants dans le systtme et le terme K désigne le
nombre des utilisateurs actifs dans une cellule du réseau.

Les symboles transmis, d(k), sont la réalisation d’un processus
stochastique markovien décrit par I’équation suivante :

dk +1) = Fd(k) + Gx(k + 1)

ot la matrice F, de dimension (;K x kK ), désigne une matrice
de K transitions et la matrice G = [Tg g ,0x xx+--.0x xx 17 est
de dimension (EK x K).

La Densité De Probabilité (DDP) a posteriori p(d(k)/RF)
représente I’information la plus compléte sur d(k) et par consé-

1. Dans le reste de 1’article, nous notons les vecteurs (resp. les matrices) par
des caracteres miniscules gras (resp. des caracteres majuscules gras).
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quent sur {d;(k)};—; g, étant donné un horizon d’observation
R¥ = [r(k),...,r(0)] qui est le cumul des observations r(k) de
Iorigine jusqu’a I’instant k. Cette information est maximale
pour un horizon infini. Une fois cette densité déterminée, les
estimées EQMM des symboles des utilisateurs peuvent étre
obtenues. En faisant abstraction du caractere non Gaussien du
bruit d’état représenté par le terme, Gx(k + 1), le filtre de
Kalman implémente I’estimateur au sens EQMM du vecteur
d’état d(k) d’une maniére récursive.

Cependant, un bon nombre de travaux [1], [2], [3], basé sur
d’autres modélisations d’état du systeme CDMA, ne prend pas
en compte la non Gaussiannité du bruit d’état. En fait, I’opti-
malité du filtrage de Kalman repose sur la Gaussiannité du bruit
d’état et du bruit d’observation [4]. Toute déviation par rapport
a la distribution Gaussienne peut induire des performances non
satisfaisantes ce qui est le cas pour la détection multi-utilisa-
teurs dans un contexte de haut débit (facteur d’étalement court).
Vu D'importance de ce probleme, nous proposons dans cet
article de traiter le probleme de la non gaussiannité du bruit
d’état via I’approximation par une somme pondérée de gaus-
siennes (SPG) de la densité de probabilité a posteriori des sym-
boles a estimer sachant les observations, initialement introduite
par Sorenson et Alspach [5], centrée autour des valeurs pos-
sibles. Nous montrons, alors, que les densités prédites et esti-
mées du vecteur d’état sachant les observations s’écrivent aussi
sous forme de SPG ou les parametres de chaque Gaussienne
sont mis a jour a I’aide d’un filtre de Kalman. L’estimée EQMM
du vecteur d’état, &EQ um (k) =E {d(k)IRk} , est obtenue par
une combinaison linéaire convexe des sorties d’un Réseau de
Filtres de Kalman fonctionnant en parallele. Pour stabiliser la
complexité de la structure, la taille de la SPG est contrainte a
une seule Gaussienne résumant I’information qui y est conte-
nue, 2 savoir N(HEQMM (k),ﬁEQMM (k)2 ou ﬁEQMM (k) estla
covariance d’erreur d’estimation. La structure du détecteur pro-
posé, Réseau de Filtres de Kalman (RFK), est adaptée a une
implémentation en parallele. Les résultats de simulations mon-
trent I’amélioration des performances par rapport aux structures
classiques type: EQMM, décorrélateur, DFE (Decision
Feedback Equalizer) et Kalman simple dans plusieurs configu-
rations d’étude. Les performances de la structure proposée s’ap-
prochent de celles du détecteur MAP Symbole par symbole
(MAPS) tout en étant résistant au probleme d’éblouissement dit
de proche-lointain.

Ce papier est organisé comme suit. La section 2 présente le
modele d’état au rythme symbole du systtme AMRC. La sec-
tion 3 introduit I’approche par filtrage de Kalman. La section 4
présente le détecteur RFK-EQMM qui se base sur 1’application
de I’approximation par une somme pondérée de Gaussiennes.
L’apport de cette modélisation est étudié dans la section 5.
L’étude des performances du nouveau détecteur est présentée
dans la section 6. La section 7 conclut cet article.

2. N'(a,B) représente une densité Gaussienne de moyenne a et de matrice
de covariance B.
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2. Représentation d’état
du systeme AMRC

L’utilisateur i émet les symboles d;(m) (m € Z) étalés par un
code d’étalement cf, de longueur L (¢ =0,...,L —1). Le
rythme d’émission du code est 7.. La mise en forme du signal
émis puis sa propagation a travers le canal i jusqu’au récepteur
se traduisent par une convolution par une fonction g;(f), sup-
posée connue pour chaque utilisateur. L’observation globale
résulte de la somme sur les K utilisateurs actifs dans la cellule

ainsi que d’un inévitable bruit, supposé Gaussien et blanc,

K

r) =Y di(m)g(t —mLT.) +b(t) (1)
i=1 meZ

Soit, aux instants t = (kL + 1) T, et en omettant la période T,

comme Suit,

K
rkL+1) =YY di(m)g kL +1—mL) +b(kL+1) 2

i=1 meZ

K
=D D dik— DEFGL+D+bUL+D  (3)
i=1 jeZ
gi(p) représente la fonction du canal total incluant 1’effet de
I’étalement et de la convolution par le canal de propagation sup-
posé a multi-trajets. b(p) est un bruit additif blanc Gaussien
centré de densité spectrale abz. Pour plus de détails, le lecteur
peut se référer a I’annexe 1.
D’une facon vectorielle, r(k) = [r(kL),...,r(kL + L — 1)]T
s’écrit,
r(k) =Y B()x(k — j) +b(k) )
JEZ

avec b(k) = [b(kL),...,.b(kL + L — 11"
et B(j) = [g1(j),....gx ()]
ougi() =[gGL), . .&GL+L-D]
et x(k) = [d1(k),....dg (k)] .
Le nombre des symboles présents dans la fenétre d’observation
r(k) est noté par % . Tl est fonction du maximum des retards des
trajets noté P et du facteur d’étalement, L, de la maniere sui-
vante :

~ P+L—-1
g

Ainsi, nous avons>,

r(k) = ALxZJKd(k)'I\cJKXI +bk)Lx1 (6)

avec A = [B(O),...,B(%— D],

dik) =[x xtk — DT .. xk =k +1)7]".

3. Les indices des matrices indiquent les dimensions et seront omis par la
suite.

Le modele dérivé met en évidence le terme d’Interférence Inter-
Symboles (IIS) qui apparait dés que le canal dévie du canal
mono-trajet, en effet:

- si L — o0, c’est-a-dire, lorsque la transmission est a trés bas
débit, le terme k — 1 : le terme d’IIS devient négligeable.

-si L — 1, c’est-a-dire, lorsque la transmission est a trés haut
débit, le terme k — P:le terme IIS est prépondérant.
L’équation (6) représente I’équation d’observation du modele.
Le vecteur, d(k), constitue le vecteur d’état a estimer. Il évolue
au cours du temps selon 1’équation de transition suivante:

dk + 1) =Fd(k) + Gx(k + 1) (7)
avec:

0K><K 0K><K 0K><K

Ixxx  Oxxx :
F=10g.x

: Ok xx

Oxxk Ixxk Oxxkx /Txxik

Ixx

Ok < x
G= .

Oxxk/ Tkxk

0 désigne la matrice nulle de dimension K x K et I désigne la
matrice identité de dimension K x K.

Les symboles des utilisateurs sont supposés décorrélés et cen-
tés, ie. E [X(K)X()T] = odg .8k — j) o §(.) désigne le
symbole de Kronecker et odz désigne la variance des symboles.
Dans le reste du papier, on prendra aj =1.

Les équations (6) et (7) définissent le systtme AMRC comme
un systeme linéaire. L’équation de transition d’état correspond
a une égalité exacte (une simple équation de décalage). Le
terme X(k + 1) dans 1’équation (7) est interprété comme un
bruit d’état et non comme une entrée du systeme sinon il y
aurait une incohérence entre estimer les symboles des utilisa-
teurs émis a I'instant (k —r) avec 0 < r < % — 1 et connaitre
les symboles x(k + 1).

La représentation algébrique introduite ci-dessus modélise la
transmission symbole par symbole du systtme AMRC. Cette
caractéristique la différencie du modele présenté dans la réfé-
rence [2] qui est obtenu par la concaténation du vecteur r(k) sur
toute la séquence émise (k = 1,.., nombre de symboles trans-
mis). Dans le reste du papier, la matrice code-canal notée par A
est supposée connue ainsi que le nombre des utilisateurs K.
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3. Approche par filtrage
de Kalman

Le systtme AMRC est un systeme linéaire régi par une repré-
sentation d’état au rythme symbole. Ainsi, le meilleur estima-
teur linéaire non biaisé du vecteur d’état, d(k), au sens de I’er-
reur quadratique moyenne minimale (EQMM) dans 1’ensemble
des estimateurs linéaires est délivré par le filtre de Kalman.

Le bruit d’observation, b(k), et le bruit d’état, Gx(k), sont indé-
pendants et décorrélés. En supposant la connaissance de la
matrice code-canal A et la variance de bruit d’observation, le
filtre de Kalman peut étre implémenté sous une forme récursive.
Le vecteur d’état d(k) est estimé a partir des observations col-
lectées jusqu’a 'instant k, R = [r(k),r(k — 1),...,r(0)].

Vu que le vecteur d’état est composé de k sous-vecteurs X tel
que d(k) = [x()7 x(k — DT ,...x(k =k + DT]", Iestima-
tion peut étre, donc, obtenue avec un retard r o 0 < r < k—1
afin de combattre I’effet de 1’interférence inter-symboles.

Soit d(k|l) I’estimée du vecteur d’état a I’instant k sachant les
observations collectées jusqu’a I’instant /. Soit P(k|/) la matrice
de covariance de ’erreur associée. L’implémentation du filtre
de Kalman est présentée dans le tableau suivant en supposant
que la variance des symboles est égale a 1 [6], [4]:

Tableau 1. Filtre de Kalman, modele au rythme symbole.

Equations de Ricatti

Pklk — 1) = FP(k — 1|k — DFT + GG”
Tk) = P(klk — DAT
K(k) = T(k)(AT(k) + 021!
P(k|k) = P(k|k — 1) — K(&)TT (k)

Mise a jour de ’estimée de 1’état

e(k) = r(k) — AFd(k — 1]k — 1)
d(klk) = Fd(k — 11k — 1) + K(k)e(k)

La mise a jour des estimées de 1’état est réalisée au rythme sym-
bole. La complexité calculatoire pour une charge du systéme*
de I’ordre de % = 0.5, est de Iordre de O(L?) ot K désigne le
nombre des utilisateurs actifs et L désigne le facteur d’étale-
ment.

Pour valider le modele considéré au rythme symbole, nous
comparons ses performances par rapport a une représentation
au rythme chip proposée dans [3]. La figure 1 montre les résul-
tats de simulations en termes de Taux d’Erreur Binaire en fonc-

4. Le systeme a étalement de spectre est un systeme limité par les interfé-
rences. Le nombre des utilisateurs est limité par le nombre des codes d’éta-
lement disponibles au niveau de la station de base qui est égal au facteur
d’étalement. Le rapport entre le nombre des utilisateurs actifs et la longueur
des codes d’étalement est connu sous le nom de la charge du systeme.
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tion du Rapport Signal & Bruit (RSB ). Le facteur d’étalement
des codes de Gold est de L = 7. Le nombre des utilisateurs est
de K = 3 avec des retards d’acces de 0, 2 et 5 chips. Le retard
d’estimation est choisi égal a 1 symbole. Nous remarquons que
les performances des deux modeles sont équivalentes.

| <5~ Modeéle au rythme symbole
—=- Modéle au rythme chip

Figure 1. Comparaison en termes de TEB des deux
modeles d’état du systeme AMRC : au rythme chip
et au rythme symbole.

4. Approximation de la
ddp a posteriori par
une Somme Pondérée
de Gaussiennes

Les deux criteres MAP et EQMM nécessitent le calcul de la
densité de probabilité (ddp) du vecteur d’état, d(k), sachant la
connaissance de R¥ = [r(0),...,r(k)], notée par p(d(k)le).
Cette ddp a posteriori fournit la description la plus compleéte du
vecteur d’état. Mis a part le cas linéaire et gaussien ot la solu-
tion est donnée par le filtre de Kalman, il est extrémement dif-
ficile de déterminer cette densité de probabilité en se basant
seulement sur les équations de Bayes [6], [7].

Le modele d’état au rythme symbole présente un bruit d’état a
caractere discret (puisque les symboles appartiennent a un
alphabet fini). Donc, le bruit d’état n’est pas Gaussien. Par
conséquent le filtre de Kalman perd son optimalité au sens
EQMM [7]. Des techniques robustes de filtrage de Kalman
deviennent, alors, nécessaires.

Deux approches principales ont été proposées dans la littéra-
ture. L’approche de Sorenson et Alspach [5] qui consiste a

5.RSB=E), /ab2 ol Ej, est I’énergie symbole et 0,]2 est la variance du bruit
d’observation.
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approcher une densité non Gaussienne par une Somme
Pondérée de Gaussiennes et ’approche de Masreliez [8] qui
consiste a caractériser la déviation de la distribution non
Gaussienne par rapport a une distribution Gaussienne par une
fonction cott (score function) [7]. Cette derniere approche,
néanmoins, est difficile a implémenter et est d’un intérét pra-
tique limité [7]. C’est pour cela que dans la suite de ce travail,
nous nous intéressons a 1’application de I’approximation de la
ddp a posteriori par une Somme Pondérée de Gaussiennes, et
plus particulicrement, & la simplification introduite dans [9],
[10].

Grace a I’indépendance des observations ({d(k)}) et en appli-
quant les relations de Bayes, la ddp a posteriori de 1’état est
obtenue de la facon suivante [6]:

pAB)IR) = O p (A0 IR p (r(h)|d(k)) ®)

p(d(k) R
= / pdk)d(k — 1)p(dk — DIR*Nddk — 1) (9)

ou la constante de normalisation 6; est donnée par:

1
e = p(r(b)|R*") = / p(k)|dk)) pd k)R Hdd (k)
(10)

Les densités p(d(k)|R¥) et p(d(k)|d(k — 1)) sont déterminées &
partir des équations du modele d’état, équations (6) et (7), et a
partir des distributions a priori de b(k) et d(k).

Supposons, qu’a I’itération (k —1), la ddp p(d(k)|R¥"1)
s’écrive sous la forme d’une SPG,

£ (k)
PABR) =Y " oy (N @A(k) — d; (klk — 1),P; (k|k — 1))
= (11)
ou {d;(klk — D},_; £k ot {Pi(k|k~— 1)}1.:1’“&;/(,() sgnt des

vecteurs et des matrices de dimension kK x 1 et kK x kK, res-
pectivement.

Dans la suite, nous calculons I’expression de la ddp estimée
p(d(k)|R¥) et la ddp prédite p(d(k + 1)IR¥) en supposant que
p(d(k)|R*1) est donnée par I’équation (11).

A. Détermination de p(d(k)|R¥)

D’apres les équations (8) et (11), on peut écrire,

p(d(k)|RY)
0N
=60 | > (N (d(k) — di (kk — 1), P; (k[k — 1))
i=1

xp(r(k)ld(k)) (12)

En exploitant le fait que
p®|dk) = N(xk) —Ad(k),abzILxL), I’équation (12)
s’écrit:

£ k)
PABRY) =6, Y (k) A; (13)
i=1
avec A; = N(d(k) — d; (k|k — 1),P; (k|k — 1))
x N(r(k) — Ad(k),0211x1), pour i = 1,...8 (k).
L’opérateur x désigne une multiplication.
On montre dans I’annexe 3 que A; s’écrit sous la forme sui-

vante :
A; = N(d(k) — d; (k|k),P; (k[k)) x B (k) (14)
Bi(k) = N'(r(k) — Ad; (k|k — 1),001« 1, + AP; (klk — DAT)

5)

L’équation (13) devient,

&)
PAK)RY) = > a; (DN (@d(k) — d; (k[k).,P; (kk)) (16)
i=1

R 0)

7 =—

350 e 01 0 £ 0 s

Finalement, on a montré que si p(d(k)|R¥1) s’écrivait sous la
forme d’une SPG, la ddp p(d(k)|R¥) s’écrit, elle aussi, sous la
forme d’une SPG donnée par 1’équation (16) avec les relations
suivantes :

Orer, (k) (k)

avec o; (k) =

K, (k) = P;(klk — DA [071,.. + AP, (k|k — DAT]™'
d; (klk) = d; (klk — 1) + K; (k) [r(k) — Ad; (k[k — 1)]
P; (klk) = Pi(klk — 1) — K; (k)AP; (k|k — 1)
Bi(k) =N (x(k) — Ad; (k|k—1),07 T +AP; (k|k— DAT)
o, (k) B; (k)
S ol (k) )

a; (k) =

B. Détermination de p(d(k + 1)|R¥)

La ddp prédite p(d(k + 1)|RF) est obtenue suivant la relation de
Bayes donnée par I’équation (9),

pd(k + DIRY) = / p(d(k + D)]d(k)) p(d(k)|R") dd (k)

Le vecteur d(k) peut étre partitionné selon les (%— K pre-
mieres composantes notées par u et les K dernieres compo-
santes notées par wW. De la méme maniére, le vecteur d(k + 1)
peut étre partitionné selon les (E — 1)K dernieres composantes
notées par v et les K premieres composantes constituées des
nouveaux symboles a transmettre X(k 4 1). Ainsi on a,

p(d(k + 1)]d(k)) . .
=p((xX"(k+ DV (k+ D] [[u".w O] «(7)
= p(Gx(k + 1))é (v(k + 1) = u(k)) (18)

8 désigne le symbole Kronecker.

Dans ce cas, lorsqu’on intégre par rapport a d(k), la partie
connue, u, de d(k) (égale a la partie correspondante de
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d(k + 1)) est fixée et on se trouve & intégrer par rapport a
X(k + 1) qui constitue une valeur aléatoire discréte. Comme sa
densité n’est pas Gaussienne, on approxime la densité a priori
du bruit d’état Gx(k + 1) par une SPG centrée sur les valeurs
{qu } |<g<2k €N supposant une modulation BPSK. Les valeurs
possibles du vecteur X(k + 1) sont notées par {Xq } |<g<2k Elles
sont égales a ZLK dans la cas des symboles i.i.d.

L’approximation par une SPG de la ddp de bruit d’état s’écrit,

alors,
2[(

PGx(k+1) = > pyN(Gx(k + 1) — Gxg.A,) (19)
g=1

avec Ay = eoGGT (€9 < 1), ou la valeur de € est choisie tres
faible pour que les Gaussiennes soient trés localisées autour de
Gx, avec une probabilité égale a p, .

Le probléme du calcul de la ddp p(d(k + 1)|R¥) fait apparaitre
le calcul d’un produit de deux Gaussiennes. En effet,
p(d(k + 1)|R¥) s’écrit en remplacant I’expression de la ddp
p(d(k)IRk) par celle obtenue dans 1’équation (16) et 1’approxi-
mation de p(Gx(k + 1)) donnée par I’équation (19),

p(d(k + 1)|RY) (20)
£ (k) 2K

=33 pt) [ N — di k10 Py k)

i=1 g=I
x N(Gx(k + 1) — Gx,,A,)dd(k)

En suivant le méme raisonnement que celui exposé dans 1’an-
nexe 3, et en posant,

d; ,(k + 1k) = Fd; (k|k) + Gx,
P; ,(k + 11k) = FP;(k|)F” + A,

On montre que la ddp p(d(k + DIR%) peut s’écrire, elle aussi,
sous la forme d’une SPG,

£ (k) 2K

pAk+ DR =33 "o (k+1)

i=1 g=1
x N(dk + 1) —d; 4 (k + 11k),P; 4 (k + 11k)) (21)

avec alf’q(k + 1) = pgo; (k).

La complexité de I’algorithme, évaluée par le nombre de termes
dans la somme, augmente d’une facon exponentielle a chaque
itération rendant I’algorithme trés complexe. Une solution basée
sur I’injection de I’estimée EQMM de 1’état sera proposée dans
la section suivante afin de stabiliser le nombre de filtres de
Kalman au cours des itérations.

C. Réseau de Filtres de Kalman: I’algorithme
Supposons qu’a itération (k — 1), la ddp p(d(k — DR

s’écrive sous la forme d’une SPG. Nous avons montré, dans les
sections A et B, que la SPG se propage au cours des itérations
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étant donné que la ddp prédite pd&)|R*1) et la ddp estimée
p(d(k)|R¥) s’écrivent elles aussi sous forme d’une SPG. Cette
propagation peut étre résumée sous la forme de 1’algorithme sui-
vant:

a) Prédiction: calcul de la ddp p(d (k)| R*~")

g k) =&"(k—1)x 2K
(x,/-’q(k) = pgo;(k —1)
d; (klk — 1) =Fd; (k — 1]k — 1) + Gx,
P (klk — 1) =FPi(k — 1k — DF" + A,

b) Estimation : calcul de la ddp p(d (k)| R*)

P, (klk) =P, (k|k — 1) — K;,())AP, , (k|k — 1)
di g (kk) = d , (kIk — 1) + K, , (k) [r(k) — Ad, , (k|k — 1)]
K, (k) = P, (klk — DAT [021,. + AP, , (k|k — DAT]"'
a, (k) , (k)
YD SRS NS
B, () = N(e(k) — Ady y (klk — 1,021, ., + AP, , (k|k — DAT)

o, (k) =

Le vecteur d’état estimé aEQMM(ka) solution du probléme
d’estimation au sens EQMM est donné par la moyenne condi-
tionnelle E(d(k)|R¥). La solution EQMM est la combinaison
linéaire convexe de &’ (k) filtres de Kalman fonctionnant en paral-
lele,

R & (k—1) 2K
deoum®) = Y > 0 ,(K)d; 4 (klk)
i=1 g=1

o 22)

=Y o, (0d; 4 (klk)
i.q

Chaque vecteur d’état estimé, d; 4 (k|k), est 1a sortie d’un filtre de
Kalman pondéré par le coefficient «; ;. La matrice de covariance

de lerreur associée notée par P(k), définie comme

o~ ~ T
E [(d(k) - dEQMM(ka)) (d(k) - dEQMM(ka)) ] s écrit

sous la forme suivante :

P(k) = (23)
§w

3 g (P k1) + (g (k1K) — i (k1K) (g (k1K) — g (k1)) )
Lq

La complexité de 1’algorithme, évaluée par &'(k), augmente
d’une fagon exponentielle a chaque itération rendant I’ algorithme
tres complexe. Afin de diminuer la complexité, la ddp
p(d(k)|R¥) donnée par I’équation (16) est contrainte a ne conte-
nir qu'un seul terme aprés chaque étape de filtrage, soit
&'(k) = 1. Les vecteurs d; (k|k) sont forcés a la valeur de 1’état
estimé EEQ mm (k) , et par conséquent les E (klk) a P(k) et les
a; (k) a1 pour la prochaine itération. Cette approximation est jus-
tifiée car la ddp a posteriori de d(k) est supposée étre localisée
autour de I’estimée EQMM fournie par le Réseau de Filtres de
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Tableau 2. Algorithme du RFK-EQMM.

Etape de prédiction

d,(klk — 1) = Fdgomm(k — 1) + Gx,

e, (klk — 1) = r(k) — A(k)d, (k|k — 1)
P,(klk — 1) = FP(k — DFT + A,

T, (klk — 1) = AP, (klk — DAT + 0 L1

état prédit —x(k) =X,
erreur de sortie prédite
covariance d’erreur de prédiction

covariance d’erreur de sortie prédite

Etape de filtrage

K, (k) = Py (klk — DATT, " (klk — 1)
P, (klk) = (B, 7 — Ky (OAP, (klk — 1)
d, (k|k) = d, (k|k — 1) + K, (k)e, (k|k — 1)

gain de Kalman
covariance d’erreur d’estimation

état estimé

Estimation EQMM de I’état

By (k) = N (eg(klk — 1), (k|k — 1))

By (k)
K
PN 0]

dzomm k) = Y20, g (0d, (k1K)

ag(k) =

P(k) = Y20y (k) {Py (K [K)
+[d, (kIk) — dgoum ()1[dy (kIk) — diourm (k)

pondérations g

état estimée selon EQMM

matrice de covairance de 1’état estimée EQMM

1"

l retard I
|
b oo f o _________
! ai(k)
|
|
!
| ~
| Kalman d; (k|k) dyvmse(k)
| n°l
r(k) [
|
b ayx (k)
|
|
.
|
| Kalman dyre (kk)
oK
i n°2 P(k)
!
L e o o e e e e e e e e e e e e =
l retard I
|
Figure 2. Schéma synoptique d’un détecteur basé sur un RFK.
Kalman (RFK), si jamais cette derniére est consistante®. La Le nombre de filtres de Kalman nécessaires est de 2X (dans le

structure est nommée RFK a retour EQMM (RFK-EQMM).
tableau suivant résume 1’algorithme du RFK-EQMM.

6. Consistance dans le sens p (X — x|| > €) — 0 lorsque € — 0 [11].

Le cas d’une modulation BPSK) ou K est le nombre des utilisa-
teurs. L’algorithme RFK-EQMM prédit 25 vecteurs d’état.
Chaque filtre de Kalman opere sous 1’hypothese qu’un

X(k) = x, a été émis. La pondération o, mesure la sévérité de
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I’erreur de sortie prédite. Elle va étre d’autant plus proche de 1
que D’erreur est négligeable et déterminera, par conséquent, la
contribution de la sortie n°q, g = 1.2X dans I’estimée
EQMM. La figure 2 montre un schéma synoptique du nouveau
détecteur par RFK.

5. Apport

de la modelisation par
une somme pondeérée
de Gaussiennes

L’estimée délivrée par le RFK-EQMM donnée par 1’équation
(22) avec &'(k) = 1 s’écrit comme suit:

2](
deomm (k) = ) ay(k)d,(klk) (24)
zK q=1
= ay ) (dq (klk — )+ K, (k) (r(k) — Ak, (k|k — 1)))
g=1

(25)

En tenant compte que d, (k|k — 1) = Fdgomm(k — 1) + Gx,
avec ¢ = 1,...,2K, I’équation (25) devient,
2K
deromm (k) = Zaq(k) {FdEQMM(k - 1)+ Gx,
g=1
+K, (k) (r(k) — AOFdg ok — 1) — A(k)qu)} (26)

En supposant que les matrices A, sont identiques (et par consé-
quent les gains K, (k) = K(k)) puisque les symboles sont sup-
posés i.i.d et en tenant compte du fait que ZZ[; ag(k) =1,
I’estimée de 1’état par le RFK-EQMM s’écrit:

deomm (k) =
Fdzouu(k — 1) + Kk (r(0) = A©Fdsouu(k— 1) 7)

T
21(
+ (B x — KOA®) G Y o, (x, (28)
g=1

T,

D’aprés cette expression, le terme T correspond a une estima-
tion du vecteur d’état produite par un simple filtre de Kalman en
ignorant que le bruit d’état, GX,, n’est pas gaussien. Le terme
T, apparait, ainsi, comme le terme correcteur di a la représen-
tation d’une fagon plus adéquate par une SPG de la densité de
bruit d’état p(Gx(k)).

Le détecteur RFK-EQMM est un détecteur sous contrainte d’al-
phabet et fonctionnant symbole par symbole. Son comporte-

ment est piloté par le jeu de pondérations {Olq (k)} LK , Ol

q=l1,...,
I’une des pondérations, présentant la métrique d’un chemin a
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I’une des moyennes de la SPG, est tres proche de 1 et les autres
sont négligeables. La simulation est conduite avec 2 utilisateurs
(K =2), une modulation BPSK, un Rapport Signal a Bruit
(RSB = 10 dB) et un facteur d’étalement L = 7. Le canal de
propagation  choisi est un canal de  Proakis
(H(z) = 0.4084 + 0.8164 x 77! +0.4984 x z72) symétrique
[12].

5 I

0000 '0000090000, 00" 0000900 ! 09ecoogooo! voleogoco 4
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
2 T T T T T T T T T

~1F - - S : . - - 00 4
5 Lol loueolssollolegosseg o
0L000000000 00! 090000000009 0000 000 |- 0000000 o 7
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U USRS 4 O S
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" ol ccinsssgosee aolsgssee ololsosce ol sl
ot 000 -0 009000090000 00 09000 00! 00000 00! oo loog
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itérations

Figure 3. Evolution des coefficients de pondérations
{aq (k)}q:L g en fonction des itérations.

6. Simulations
et discussions

Dans cette section, nous présentons les performances du détec-
teur RFK-EQMM. La comparaison sera établie par rapport au:
- Détecteur optimal MAP symbole par symbole (MAPS) (algo-
rithme obtenu dans [13]),

- Détecteur a retour de décision DFE (algorithme obtenu dans
[14]);

- Détecteur de Kalman simple,

- Détecteur EQMM (sur une fenétre d’un temps symbole):

On cherche la matrice Mggm, en minimisant

2
E (Hd(k) — MeTqmmr(k) H ) . D’apres [15], la matrice s’écrit,
Megmm = A (ATA + ‘TbZIFK x’l:K)_l (29)

avec d(k) = [x(k),...x(k —k + 1],

x(k) = [dy (k),....dg (k)] et

r(k) = [r(kL),...r.(kL+L—D]7;

- Récepteur en rateau: Rake [16],

- Performances optimales dans le cas mono-utilisateur et canal
gaussien : taux d’erreur binaire = Q(y/Rapport Signal a Bruit).
Cette borne est notée sur la figure MFB pour Matched Filter
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Bound. Nous rappelons 1’expression de la fonction Q(.):
2

0() = \/% fzoo e dr.

* Remarques:

- Le retard d’estimation (E — 1) sera appliqué dans I’ensemble
des simulations présentées au-dessous afin de combattre au
mieux l’interférence inter-symboles. Rappelons que k repré-
sente le nombre des symboles interférant dans le canal de pro-
pagation. P représente le maximum des retards des trajets.

- Le canal de trajet est supposé le méme pour tous les utilisa-
teurs.

A. Cas synchrone

Les simulations sont conduites dans une zone de charge du sys-
teme de 1’ordre de 0.5. Nous supposons la présence de K = 3
utilisateurs. Ces derniers émettent leurs données, de type BPSK,
étalées par des codes de Gold de longueur L = 7, sur un canal
a multi-trajets. Afin de mettre en évidence I'intérét du schéma
RFK-EQMM, nous faisons varier le parametre k qui nous ren-
seigne sur la sévérité de I'11S.

1)Cas k =2

La figure 4 montre la variation des performances des détecteurs
en présence d’une interférence inter-symboles. Le canal de pro-
pagation est non symétrique: H(z) = 0.802 4 0.535 x 77!
+0.267 x z72, ol z représente le temps chip. Dans ce cas
P =2 ce qui implique en tenant compte de 1’équation (5) que
k = 2.L’estimation des symboles des utilisateurs est faite en
employant un retard d’estimation égal a 1 symbole.

—
: T i

-Cas synchrone - [
2’ symboles qui interférent
-3 utilisateurs - - -
L=7

l:n102,,‘,:t:odesdga(.aolci:, R AN
10° |- [ RAKE
—5- MAP
+-| %~ RFKEQMM
-&- DFE
—#— Kalman
— MFB
. — EQMM
10" | BE :
| | i | | | .
2 0 2 4 6 8 10

Figure 4. Performances du détecteur RFK-EQMM sur un
canal a multi-trajets, acces synchrone, K =3, L =7, k = 2.

Les performances du détecteur RAKE se détériorent a cause de la
présence de I'interférence inter-symboles. Les performances du
détecteur DFE rejoignent celles obtenues par le détecteur par un

filtre de Kalman qui sont nettement supérieures a celles obtenues
en employant le détecteur EQMM. Enfin nous observons les tres
bonnes performances du détecteur RFK-EQMM proposé.

2) Cas k = 3

La figure 5 montre les performances des détecteurs: EQMM,
DFE, RFK-EQMM, Kalman, Rake et MAPS dans le cas d’un
terme IIS assez important. Le canal de propagation est:
H(z)=0.6203+0.3102 x z724+0.062 x z774+0.0074 x z78.

Dans ce cas P = 8 ce qui implique en tenant compte de 1’équa-
tion (5) que k = 3. Lestimation des symboles des utilisateurs
est faite en employant un retard d’estimation égal a 2 symboles.

Utilisateur 2°

TEB

—— RAKE
107 ) — QMM |0
—#— Kalman
-©- DFE
+| —B= MAP
—4— RFK
— MFB

Figure 5. Performances du détecteur RFK-EQMM sur un
canal a multi-trajets, accés synchrone, K =3, L =7, k = 3.

Nous remarquons les bonnes performances du détecteur RFK-
EQMM qui sont tres proches de celles du MAPS. Le détecteur
RFK-EQMM arrive a annuler I'IIU et IIS. Par contre, les per-
formances du détecteur DFE, EQMM et Kalman se détériorent
par rapport a celles obtenues dans la figure 4. Le récepteur en
rateau n’arrive plus a séparer les utilisateurs a cause de la pré-
sence d’un terme tres important de I'IIS.

Nous pouvons conclure, que les performances du détecteur
RFK-EQMM sont proches de celles de MAPS tout en offrant
une complexité calculatoire moindre (Opqaps(2%K)
> OrFr(225)).

B. Cas asynchrone

Dans cette section, nous présentons les performances du RFK-
EQMM dans un cas asynchrone.

1) Cas k =2

La figure 6 présente les résultats de simulation conduite en
présence d’un canal a multi-trajets non symétrique:
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H(z) =0.8024+0.535 x 27! +0.267 x z72. Les
d’acces des utilisateurs sont: 0, 2 et 4 chips. Dans ce cas P = 6
ce qui implique k = 2. L’estimation des symboles des utilisa-

retards

teurs est faite en employant un retard d’estimation égal a 1 sym-
bole.

£ Utlisateur © ©

™ R
= — EQMM
—— Kalman
-o- DFE
~| | = MAP
—— RFK
— MFB
- RAKE

Figure 6. Performances du détecteur RFK-EQMM sur un canal
a multi-trajets, accés asynchrone, K =3, L =7, k =2.

2)Cas k =3

La simulation, dont les résultats sont donnés sur la figure 7, est
conduite en présence d’un canal a multi-trajets: H(z) =
0.6203 4+ 0.3102 x z72 +0.062 x z=7 +0.0074 x z78. Les
retards d’acces des utilisateurs sont: 7] =0, t; =2 et 7; =4
chips. Dans ce cas P = 12 ce qui implique k = 3. L'estimation
des symboles des utilisateurs est faite en employant un retard
d’estimation égal a 2 symboles.

_ Utilisateur 2

TEB

. | > RAKE

—— Kalman
—-©- DFE
.| B MAP
—— RFK
— MFB

Figure 7. Performances du détecteur RFK-EQMM sur un canal
a multi-trajets, accés asynchrone, K =3, L =7, k = 3.

D’apres les figures 6 et 7, les performances des détecteurs se
détériorent par rapport au cas synchrone. Les performances du
détecteur RFK-EQMM s’écartent des performances du MAPS
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tout en restant meilleures que pour les autres structures de
détecteurs. Cela est dii au retour EQMM dans la structure RFK.
Dans un objectif de réduire ce gap, I’auteur, dans [17], propose
un retour d’état au sens MAP. Toutefois, la complexité de la
structure RFK-MAP augmente par rapport a la version RFK-
EQMM.

C. Résistance au probléme de proche-lointain

Nous évaluons la résistance du détecteur RFK-EQMM au pro-
bleme dit de proche-lointain qui nous renseigne sur les per-
formances du récepteur dans le cas d’une disparité de puissance
entre les différents utilisateurs. La simulation est conduite dans
un cadre synchrone avec un canal gaussien. Le nombre des uti-
lisateurs est fixé 2 K = 3 avec un facteur d’étalement L = 7.
La figure 8 présente les performances du 2™ utilisateur choisi
comme utilisateur d’intérét pour le RFK-EQMM, MAP,
EQMM, Kalman et le Rake. Le RSB du 2°™¢ utilisateur est fixé
a 8 dB.

10
SNR interet =SNR = 8 dB
sans canal
L=7
K=3
1 retard=0
10 -0~ Kalman b
—>— Rake
—% RFKEQMM
O EQMM
o MAP
w
E
107 © g
T T S X e = — S
10’3 I I I I I I I I I
-8 -6 -4 -2 0 4 6 8 10 12

SNR, - SNR, =SNR - SNR,

Figure 8. Résistance au probléme de proche-lointain.

Nous remarquons que les détecteurs RFK-EQMM, MAP,
Kalman et le détecteur EQMM sont résistants au probléme
proche-lointain.

D. Robustesse du schéma RFK-EQMM contre ’erreur
d’estimation du canal

Dans cette section nous proposons d’évaluer la robustesse de la
structure RFK-EQMM vis a vis de ’erreur d’estimation du
canal de propagation et de la variance de bruit. Nous omettons
les détails de 1’obtention théorique des estimateurs. Cependant
le lecteur peut se référer aux travaux effectués dans [18].
Considérons un systtme AMRC avec K = 3 utilisateurs, un
facteur d’étalement L = 7. Des codes de Gold. Le canal de
H(z) =0.80240.535 x z7! 4+ 0.267 x z72.
L’acces est supposé synchrone.

transmission
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La figure 9 présente les performances du détecteur RFK-
EQMM, simplement noté RFK dans la suite, en présence du
canal H(z). Les estimateurs de canal utilisés sont: un filtre de
Kalman, un filtre RLS avec un facteur d’oubli A = 0.98 et un
filtre LMS avec un pas d’adaptation u = 0.2. La phase d’ap-
prentissage est basée sur le canal CPICH. Les performances du
schéma RFK/Kalman (i.e. estimateur du canal = Kalman) et
RFK/RLS sont nettement meilleures que celles du schéma
RFK/LMS.

_Utilisateur 2

— MFB: canal gaussien

— Détecteur RFKEQMM, connaissance exacte du canal

—&- Schéma RFK/Kalman, connaissance de la variance de bruit
—%— Schéma RFK/RLS, version adaptative

—<— Schéma RFK/RLS, connaissance exacte de la variance de bruit
—*— Schéma RFK/LMS, version adaptative

-6~ Schéma RFK/LMS, connaissance exacte de la variance de bruit

L sip b : P : P sy ,
2 0 2 4 6 8 10
RSB

Figure 9. Performances du détecteur RFK-EQMM avec une
estimation du canal, accés synchrone, K =3, L =7, k = 2.

Dans le cas d’un canal variant dans le temps, nous avons
conduit une simulation avec un canal évoluant selon 1’équation
de transition Markovienne suivante :

h(m) =h@m — 1) + w(m) (30)

avec 02 = 5% 1073 : variance de bruit w(m).
h(0) = [h;(0)7..hg (0)]

_ [[0.802; 0.535: 0.267]" ... [0.802: 0.535: O.267]T]
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Figure 10. Exemple d’évolution du canal de propagation
en fonction des itérations suivant le modéle Markovien.

La variance du bruit o2 est supposée connue. La figure 11
montre les bonnes performances du schéma RFK/Kalman par
rapport au RFK/RLS en supposant un canal variant (voir I’évo-
lution des coefficients sur la figure 10). La propagation de I’er-
reur d’estimation du canal est contr6lée par la structure
RFK/Kalman. Lorsque 1’estimation EQMM est consistante, le
filtre de Kalman poursuit la vraie moyenne du canal. Sinon,
I’estimation n’est pas aussi précise mais 1’algorithme corres-
pondant reste stable. Nous avons évalué, aussi, les performances
du schéma RFK/RLS quand la variance de bruit est estimée en
ligne.

—— RFKEQMM: connaissance exacte du canal
—— MFB: canal gaussien
-8 RFK/estimateur: Kalman,

—-©- RFK/estimateur: RLS

—- RFK/RLS: estimation en ligne de la variance de bruit

Figure 11. Performances du détecteur RFK-EQMM
avec une estimation du canal variant dans le temps,
acces synchrone, K =3, L =7, k = 2.

7. Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé un détecteur multi-utilisa-
teurs structuré sous la forme d’un Réseau de Filtres de Kalman
(RFK) fonctionnant en parallele basé sur 1’approximation par
une somme pondérée de Gaussiennes (SPG) de la densité de
probabilité a posteriori des symboles a estimer sachant les
observations. Nous avons montré que la SPG se propage au
cours des itérations sous la forme d’une structure de RFK. A
chaque itération, nous réinjectons une seule Gaussienne ayant la
moyenne et la matrice de covariance de I’estimée EQMM de
I’état. D’ou I'appellation: détecteur basé sur un RFK a retour
EQMM. Ses performances sont nettement meilleures que les
structures linéaires (EQMM, décorrélateur, filtre de Kalman) et
a retour de décision (DFE). Le détecteur RFK-EQMM est un
détecteur centralisé qui annule I'IIS et I'IIU. Sa supériorité, en
terme de TEB, s’accompagne d’une complexité exponentielle
en fonction du nombre des utilisateurs. Une version moins com-
plexe, le RFK en multi-étages, a été déja proposée dans [19],
rendant linéaire le nombre de filtres de Kalman en fonction du
nombre des utilisateurs dans la structure.
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8. Annexe 1:
Dérivation du modele

Considérons un systtme AMRC asynchrone a K utilisateurs
actifs (voir figure (12)). Notons par d; (m7s) le symbole du jeme
utilisateur transmis sur lintervalle [mTy,(m + 1)T[ ou Ty
représente la période symbole. Dans la suite nous omettons la
période T. Notons par ¢; = [c?,. .. ,ciL_l]T le code d’étalement
de l'utilisateur i. L désigne le facteur d’étalement.

{dl.’ (nTC)} représente le suréchantillonnage du train de sym-
boles {d;(mTy)} d’un facteur de L,

d;(mTy) sin=mL
d{(T.n) = (€1))
0 sinon

Cette opération de suréchantillonnage va nous permettre dans la
suite de dériver I’expression du canal équivalent, incluant 1’opé-
ration de I’étalement et le canal de propagation. En effet, I’opé-
ration d’étalement peut se représenter par un simple produit ou
par une opération de convolution.

Le signal transmis par le ¢ utilisateur est noté par s; (t) tel que
5i(1) = ez, d{(W)ci(t — nT),

o (1) = YbZg el —qT.).

si (1) désigne la séquence de chip émise par 1'utilisateur i. 7
représente la période chip avec Ty = LT.. 1(t) représente la
fenétre de mise en forme de durée 7.

Chaque utilisateur est caractérisé par un canal de transmission,
supposé sélectif en fréquence et invariant au cours du temps,
noté par h(r), i=1,...,
niveau du mobile, s’obtient de la maniére suivante :

K. Ainsi, le signal recu r(t), au

ou » désigne le produit de convolution. b(f) est un bruit blanc
additif Gaussien centré de densité spectrale abz.

Le canal global contenant 1’effet de la fenétre de mise en forme
et les effets de la propagation (multi-trajets, retard) du i uti-
lisateur est représenté par sa réponse impulsionnelle, notée

KO (1) :
RO (1) = B % p(r) (35)

A la réception, le signal recu, r(t), est échantillonné au rythme
T, permettant d’avoir un modele a temps discret au rythme chip.
Le k®™¢ échantillon, 7 (¢t = kT,), s’écrit sous la forme suivante,

r(kT,) :r(t =kT,) (36)
= ZZd (n) Zc"h“)((k —n—q¢)T.) + b(kT.)
i=1 neZ q=

Posons k —n=p = n=k— p. L'équation (36) s’écrit,
donc, en omettant la période chip 7,

r(k) = ZZd(k p)Zcqh@(p Q) + bk (37)

i=1 peZ

gi(p) = ZqL (% f’h(’)(p q) représente la fonction du canal
total incluant I’effet de I’étalement et de la convolution par le

canal a multi-trajets. Ainsi, nous obtenons,

K
r) =YY" &(p)d;(k — p) + b(k)

i=1 peZ

Collectons L chips dans un vecteur r(k) = [r(kL),...,
r(kL + L — 1)]7. Soit, donc, I fixé tel que [ € {0,...,L — 1}.
L’échantillon r(kL + 1) s’écrit,

K
r(t) =y i)« V(@) + b(1) (32) K y
o rkL+D =3 & (p)d](Lk — PT)) +bkL+1)  (38)
= 3 S 700 « (d )it —nT) + b 33) e
iT( neZ Or, d’aprés I'équation (31), d(L(k — "T_[)) =di(k—j) si
Z Zd’(n) Z (%(l)([) *,lp([ _ (]Tc _ }’ch)) + b([) (34) p— [ = ]L c’est-a-dire pP = [+ jLA]nSl, 1’échantillon
i=1 neZ
c1
dy(m), - d'y(n) ® R LTU L %®—>| h'(n)

L

| 9,(n)

|

| | r(n)

| |

| |

I
| ¢ |
d I
k(m) - d'y(n) ® Srttt ——®—> hK(n)
b(n)
gk(n)

Désigne le sur-échantillonnage

@ Désigne une convolution
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Figure 12. Synoptique général du lien montant d’un systeme AMRC.
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r(kL + 1) s’écrit,

K
rkL+1) =Y > &+ jLydi(k — j) +b(L+1)  (39)

i=1 j

9. Annexe 2: SPG

La représentation par une somme pondérée de Gaussiennes, pa,
d’une densité de probabilité associée au vecteur aléatoire X de
dimension n est définie par;

[
pa® =) N [x—a;B] (40)
i=1

ot NV [a,B] = exp(—1a’B~'a)/(27)"/? |B|'/?
et Y!_ o =1aveca; >0, Vi.

{ai}i=i,.
des matrices de dimension n X n.

..... 1 sont
Il est montré dans [5] que p4 converge uniformément vers
n’importe quelle densité de probabilité pratique, p(X) concer-
née, lorsque le nombre de termes / croit et les matrices de cova-
riances B; approchent la matrice nulle. Les paramétres «;, a; et
B; de la somme (40) peuvent étre choisis de diverses facons [5],
mais il est plus commode de les considérer de la maniere sui-
vante. Les valeurs moyennes a; sont utilisées pour établir une
grille de la densité de probabilité, p(.). Les «; sont choisis
comme les valeurs normalisées de la densité (normalisées tel
que Zﬁ;l «o; = 1). Enfin, les matrices de covariance B; sont
choisies égales a €I avec ¢ un scalaire positif. Nous notons que
lorsque ¢ —> 0, les termes Gaussiens approchent les fonctions
de Dirac localisées sur les valeurs moyennes a; .

10. Annexe 3:
Expression de A;

Fixons i, i = 1,....& (k).
A; s’écrit, en réécrivant le terme Ad(k) comme Ad(k) =
Ad;(klk — 1) + A (d(k) — d; (k]k — 1)),

aieXP {—% [d(k) —d; (k|k — D)]" P; (k[k — D)~ [d (k) —d; (k|k — 1)]}

i

1
X exp{ — 57 L) —Adi (klk — 1) —A (d (k) —d; (k|k — 1
b

[(r(k) — Ad; (k|k — 1)) — A (d(k) — d; (k]k — 1))] } (41

KK+L) (L)

avec a; = 2m)" 2 0,° [P;(klk — 1)|'/? ot |.| désigne le
déterminant d’une matrice.

En développant les termes de la deuxieme exponentielle de
I’équation (41), nous obtenons 1’expression suivante,

A,':

%em {—% [d(k)—d; (k|k— I)JT[Pi (klk =17 +—A] [d(k)—d; (klk—l)]}

AT
a;
X exp {—2%5 (r(k) — Ad; (klk — 1) (r(k) — Ad; (k|k — 1))}

X exp { 2%1272 k) — d; (klk — 1) AT (r(k) — Ad; (k|k — 1))} 42)

Définissons, alors, P; (k|k) comme suit,

ATA
P; (k|k) = |:P,~(k|k -7+ = } 43)
Op

L’équation (43) nous permet d’obtenir en appliquant le lemme
d’inversion matricielle,

Pi(k|k) = Pi(klk — 1) — Ki () AP; (k|k — 1) (44)
K; (k) = Pi(klk — DA [021,., + AP (klk — DAT]™' (45)

On peut montrer d’apres les équations (43) et (45), que

AT
P; (k|k) 'K (k) = —5- (46)
%

En introduisant 1’expression suivante,
d; (klk) = d;(klk — 1) + K; (k) [r(k) — Ad; (k|k — 1)] 47

nous pouvons montrer qu’apres quelques arrangements, 1’équa-
tion (42) s’écrit comme suit:

1 1
Ai = —-exp {—5 [d(k) — d; (k[K)]" [P; (k)] ™" [d(k) — di(klk)]} x

exp{ - % [r(k) — Ad; (klk — D]"

[I;;L - K,-(k)TPi(ka)_lK,-(k)} [r(k) — Ad;(klk — 1)] } (48)
b

-1
En remarquant que [Iif—éL—Ki(k)TPi(klk)flKi(k)] =
b

O'bzILxL + AP; (k|k — 1)AT, le terme A; s’écrit sous la forme
suivante :

A; = N(d(k) — d; (k[k),P; (k|k)) x B: (k) (49)
Bi(k) = N'(r(k) — Ad; (k|k — 1),011x1 + AP; (k|k — DAT)
(50)
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