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RESUME. Cet article passe en revue plusieurs domaines d’applications du critere de classifica-
tion « K-produits » introduit dans [10]. Ce critere est appliqué a I’estimation de mélange de
lois, a Uextraction de lignes droites dans des images binaires et a [’estimation aveugle de
canal en radiocommunications. Plusieurs algorithmes d’optimisation du critére sont présen-
tés et des comparaisons avec d’autres approches sont conduites.

ABSTRACT. This article presents several applications of the clustering criterion « K-products »
introduced in [10]. This criterion is applied to the unsupervised mixture estimation, the
straight lines extraction in binary images and the blind channel estimation in radiocommuni-
cations. Some optimization algorithms are proposed and comparisons with other known
methods are presented.
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Extended Abstract

The K-products algorithm is a clustering algorithm that could be compared to the
well known K-means algorithm. Given a set of univariate observations {x;};¢; y of
a K-components mixture, the K-products (KP) algorithm estimates the mixture
component expectations m = (my,...,mg). The algorithm is based on the
minimization of the KP criterion Jg p(u) defined by:
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The first intuitive motivation for defining this criterion is its behaviour in the limit
case, when the variances of the components are null. In this particular case, all the
observations are equal to one of the my so Jgp(m) = 0 and Jgp(u) is minimal in u
= m. The second motivation to define the KP criterion is that, in the general case, it
does not have any local non-global minima. The global minimum of Jgp can be
reached for instance by the simple relaxation algorithm or by a non-iterative
algorithm. It provides a biased but useful estimation of the mixture component
expectation which can be used to cluster the data observation (nearest neighbour
classification) and separate the K mixture components.

The K-products algorithm is analysed in this paper and its extensions to different
other application fields are presented.

1) We introduce a new algorithm for extracting several straight lines in a binary
image (LK-products). The modified criterion is presented hereafter:

N K 2
(vi — arx; — by)
Jrkp(a,b) = E | | 2
e i=1 k=1 (1 +ap)

where the observation is a set of couples {x,, yu},¢(1, ) Which indicate the coordinates
of the black pixels in the binary image. Among this set of (potentially noisy)
observations we are looking for K Cartesian straight lines equations defined by
parameters {ax,blrcpr k1t Y = axX + by.

We compare this algorithm with the well-known Hough Transform and we show
that, in many simulation cases, performances obtained are greater than those obtained
with the Hough Transform. The main advantage of this new algorithm is the absence
of threshold process or clustering stages. The only parameter of the algorithm is a
number of iterations for a relaxation process. The straight lines extraction in binary
images is involved in many algorithms and the new proposed algorithm offers finally
an interesting non-parametric approach to this problem.

2) We introduce a blind channel estimation algorithm (HK-products), based on a
constrained clustering approach. The proposed algorithm is devoted to the case of an
OFDMA uplink with high order K-ary modulations. The aim of the study is to reduce
as much as possible the number of pilots on the uplink of an OFDM access radio
network. We show that dealing with a highly reduced number of received symbols
(<50), the proposed algorithm is able to give a good channel estimation.
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The modified criterion is presented hereafter:

N K
JHKP(ﬁ)ZZH‘xi_ﬁskz 3)

i=1 k=1
where x; = Hd; + n;
n; is stationary, zero-mean, complex additive noise.

{d;} is the zero-mean, iid, unknown symbol sequence belonging to a K-ary QAM
set.

H represents the frequency response of the channel for the considered sub-
carrier.

In conclusion, the paper proposes extensions of the K-products approach to
different application fields. Moreover, concerning K-products, some analytical
results are demonstrated in the paper:

— Unique solution for the bidimensionnal case (complex data) independently of
the number of components of the mixture.

— Unique solution for any dimension for a mixture restricted to two components.

— Equivalence between the HK-products criterion, the maximum Likelihood
criterion optimized through the Viterbi-Viterbi algorithm.

1. Introduction

Devoir classer un ensemble de N observations {x;};c; 5 dans K classes est un
probléme classique [1] (clustering) qui se rencontre dans de nombreux domaines
d’applications du traitement du signal ou du traitement d’images.

Ce probleme de classification est aussi souvent présenté comme I’estimation de
mélanges de lois : Les mélanges de lois [2][3] constituent un outil général utilisé dans
les problemes de modélisation et d’apprentissage statistique.

Les méthodes classiques d’estimation de mélanges de lois, telles que 1’algorithme
EM [4] ou I’algorithme K-means [5][6], proposent de rechercher un ensemble de
parametres (espérances et variances des classes par exemple) qui optimisent des
criteres tels que la log-vraisemblance, éventuellement contrainte [7], ou la somme
des carrés des distances par classe (K-means).

Les optima globaux de ces criteres sont en général non biaisés, ils tendent vers
I’ensemble des parametres du mélange lorsque le nombre d’observations tend vers
I’infini, mais ils sont difficiles & atteindre. En effet ces criteres possedent de
nombreux points stationnaires différents de leur optimum global. En pratique, méme
dans le cas le plus simple ou les supports des densités de probabilités des
composantes du mélange sont disjoints, 1’algorithme EM ou 1’algorithme K-means
doivent étre relancés [8][9] plusieurs fois pour obtenir une estimation correcte des

parametres du mélange.
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Pour résoudre ce probleme, nous avons proposé d’introduire un nouveau critere,
appelé K-produits [10]. Pour des observations de dimension 1 ou 2, il a été montré
que K-produits n’admet aucun minimum local non global. Le critere a en fait K!
minimum globaux qui sont les K! permutations d’un vecteur (2 K composantes). Le
critere n’a donc aucun minimum local non-global.

Il a aussi été montré que le minimum global de ce critere est accessible
analytiquement [3].

Dans cet article nous commencerons par rappeler la définition et les propriétés de
ce critere K-produits, puis nous exposerons trois domaines d’applications
I’estimation des mélanges de lois, I’extraction de lignes droites en traitement
d’images et ’estimation aveugle de canal en radiocommunications.

2. K-produits : critére et minimisation
2.1. Observations réelles ou complexes

Partant d’un ensemble d’observations réelles ou complexes {x;};c; y; d’'un
mélange de K composantes, 1’algorithme proposé estime les espérances
m = (my,...,mg) des K lois. L’algorithme est basé sur la minimisation du critere
Jrxp(u) = Jxp(uy,...,ug) défini par :

N K

Jkp@) =Y [T —wl )
1

i=1 k=

Une justification intuitive de ce critere provient du fait que, dans le cas limite ou
les variances des composantes sont nulles, alors toutes les observations sont égales a
un des my. Deés lors Jgp(m) =0 et Jxp(u), qui est un critére positif, est ainsi
minimal pour u = m.

En développant 1’équation (4), on obtient [10] :

N
J[(p(u) = Z‘xiK —C|xik_1 —CQX[K_Z—...—C[(’2 (5)
i=1
K K K
Avec : Cp = (_1)p+1 Z Z Z u,-lu,-z...uip

=1 iy=ii+1  ip=ip_1+1

La minimisation de Jxp(u) est donc équivalente a la prédiction linéaire de xiK a
partir de la base de prédiction : {xiK_l ,x[K_z, X, 1} .

On introduit alors les moments estimés des observations :

1 &,
mp, = ~ inpxiq (6)

i=l1

La solution de la prédiction linéaire conduit a :
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mo,o mo,1 Moz ... mo,k—1 CK mo,x

ni,o mi1 CK—1 mi.k

mj.o mp» Ck—2 | = my g @)
mg—1,0 mg_1,K-1 C1 mg_1,K

La résolution de ce systeme linéaire donne alors directement les termes
{Ci}ieu,m- Le minimum de Jxp(u), représenté par (my), est le vecteur des racines
d’un polyndme de coefficients {c;};c[1 k7 :

K-2

(my) = Racines (ZK —cazf ! =z e CK) ®)

Application au mélange de lois

Les figures 1 et 2 montrent les minima du critere K-produits dans le cas de
I’observation d’un mélange de 5 lois Gaussiennes bidimensionnelles avec différentes
matrices de covariances.

On observe un biais, relativement faible qui dépend de la covariance des
composantes du mélange : lorsque le nombre d’observations tend vers I’infini,
I’ensemble de points qui minimise K-produits ne tend pas vers I’ensemble des
espérances du mélange. Ce biais a été démontré théoriquement [3] en dimension 1 et
en dimension 2 pour K = 2.

Pour minimiser ce biais, on peut recourir a une derniere étape d’allocation des
observations aux modes, au sens des plus proches voisins. Il suffit alors de recalculer
les moyennes des classes pour obtenir une estimation nettement moins biaisée des
espérances du mélange.

mélange de 5 cinq composantes Gaussiennes
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Figure 1. Observations issues de 5 lois gaussiennes complexes
(axes réels et imaginaires) d’écart type 0,1
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mélange de 5 cinq composantes Gaussiennes
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Figure 2. Observations issues de 5 lois gaussiennes complexes
(axes réels et imaginaires) d’écart type 0,2

Concernant le biais il a aussi été montré [3] que dans le cas d’observations
bidimensionnelles, pour K=2 et en considérant un mélange de deux lois gaussiennes

complexes équiprobables, de moyennes et variances respectives (a,61212x2) et

(—a,03152), alors la solution analytique de K-produits conduisait au deux

estimations suivantes : —a (,/1 + p% — ,o) ,a (,/1 + 02+ p) (cf. annexe 2) avec

2 2
0, — 04

2
lall? +of + o5
estimées sans bais si 02 = o7 ou si les variances des composantes sont négligeables
devant I’écart entre les deux modes.

p = . Dans ce cas particulier, on constate que les moyennes sont

2.2. Observations de dimensions supérieures a 2

La solution exposée précédemment fonctionne pour des observations
unidimensionnelles (réelles) ou bidimensionnelles (complexes). Par contre elle ne se
généralise pas directement aux dimensions supérieures. Dans de tels cas, on peut
utiliser un algorithme de relaxation. Pour cela on écrit le critere de la maniere
suivante :

N
2
Tp) =" Crillxi — wll ©)
i=1
LS 2
avec Cr; = [ llxi —upll
k=1

Kk
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On propose alors d’annuler successivement les dérivées partielles du critere par

ees dJkp(u) S ieme et 1 .
rapport aux différents termes uy :87 = 0. A lan'“"¢ itération, I’annulation de
Uk

cette dérivée partielle conduit ainsi a :

C,’:’,_-l représente le terme calculé avec des estimations obtenues a l'issue de
Iitération n — 1, i.e avec des termes du type u;}, ! L’algorithme va alors mettre 2 jour
successivement, et plusieurs fois, I’ensemble des termes u;. Cette approche itérative
ne peut se stabiliser que sur des minima du critere. La question de I’existence de
minima secondaires est alors cruciale pour pouvoir affirmer que cet algorithme
itératif converge.

Or I'unicité du minimum du critere a été prouvée pour les dimensions 1 et 2 [3].
Pour les dimensions supérieures, on peut montrer (voir annexe 1) 'unicité du
minimum dans le cas bimodal (K = 2) dans le cas limite ou les matrices de covariance
des composantes sont nulles. La preuve de cette unicité reste a faire dans le cas ou il
y a plus de deux modes (K > 2) et pour des matrices de covariance quelconque.

On notera que, jusqu’a maintenant, les simulations effectuées pour ces
dimensions supérieures, n’ont jamais fait apparaitre de minima secondaires.

2.3. Modele paramétrique

Le critere K-produits peut étre étendu dans le cas de fonctions paramétriques.

N K
Jep@) =Y [ Az (1)

i=1 k=1

La fonction f; (.) fait intervenir un vecteur de parametres u;. L’ observation, notée
ici z;, est éventuellement multidimensionnelle. On peut illustrer ce cas avec le
probléme d’extraction de lignes droites a partir d’une image binaire.

On dispose alors de couples d’observations, qui sont les coordonnées
zi = (x;,¥;), de points appartenant a des droites. On cherche un ensemble de K
équations de droites qui « expliquent » au mieux cet ensemble de coordonnées. Le

probleme revient donc a identifier les K couples uy = {ax,bilre1 k) tels que
Yi = axXx; + by. Issu de K-produits, nous proposons donc le critére suivant :

K L L 2
l_[ (yz A Xi bk) (12)

N
Jikp(a,b) =
; k=1 a —i—a,f)

Ce nouveau critere (appelé LK-produits) représente les produits des distances des
observations aux K équations de droites. L’ optimisation peut étre effectuée au moyen
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d’un algorithme de relaxation qui cherche a déterminer successivement les
parametres des K droites. Il proceéde par annulations successives des dérivées
partielles du critére par rapport aux différents parametres des droites & identifier.

Il a été montré [11] que cette stratégie offre une alternative intéressante a la
Transformée de Hough [12] étendue au cas de plusieurs droites. Des exemples
d’applications sont donnés sur les figures 3-6.

La figure 3 correspond a un cas assez facile avec trois droites et peu de bruit. On
constate que les deux algorithmes donnent des estimations précises des coefficients
des trois droites.

400

300

200

100

-100

-200

-300

—400 i i i i i i i i i
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figure 3. 3 lignes droites, variance du bruit ajouté sur les coordonnées
des pixels 0> = 1, Transformée de Hough en trait plein, LK-produits
en trait pointillé, observations représentées par des croix

Tableau 1. Estimation des paramétres des droites par LK-produits (LKP)
et Hough (HT). 3 lignes, o> = 1

(a; b) 6; —350 1; 10 —2:;200
HT 6; —351 1; 10 —2;199
LKP 5.7; =326 1; 12 —2:199

La figure 4 correspond a un cas un peu plus difficile avec trois droites et un
niveau de bruit plus important.

En effectuant les deux algorithmes sur plusieurs réalisations du bruit, on constate
une moindre dispersion pour les solutions identifiées par 1’approche LK-produits que
pour celles identifiées au moyen de la Transformée de Hough. Ceci est illustré par la
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Figure 4. 3 lignes droites, variance du bruit ajouté sur les coordonnées

des pixels 0> = 4, Transformée de Hough en trait plein, LK-produits
en trait pointillé, observations représentées par des croix
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figure 5. La figure 6 correspond a un cas difficile avec cinq droites et un niveau de
bruit important.

On constate sur I’exemple de la figure 6 que la Transformée de Hough converge
parfois vers des solutions erronées et ceci se traduit, en définitive, par des équations
de lignes droites qui se croisent, afin de correspondre au mieux aux observations.

Tableau 2. Estimation des paramétres des droites par LK- produits (LKP)
et Hough (HT). 3 lignes, cr=4

(a; b) 6; —350 1;10 —2;200
HT 4.5; =252 0.8; 10 —1.4; 161
LKP 4.4; =205 1; -1 —1.9; 201

Tableau 3. Estimation des paramétres des droites par LK-produits (LKP)
et Hough (HT). 5 lignes, 0> = 4

(a; b) | 6; =350 1; 10 —2;200 —3;350 1;50
HT 3.9;-223 1.4;0 —1.2; 161 —0.3;62 —0.21; 168
LKP 5.4; —308 1;7 —1.3; 191 —3.2; 357 1;62
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Figure 5. 4 réalisations différentes de bruit pour une simulation
avec 3 lignes droites, variance du bruit ajouté sur les coordonnées des pixels
o? = 4, Transformée de Hough en trait plein, LK-produits en trait pointillé,
observations représentées par des croix
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Figure 6. 5 lignes droites, variance du bruit ajouté sur les coordonnées des pixels
o? = 4, Transformée de Hough en trait plein, LK-produits en traits pointillé,
observations représentées par des croix
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3. Application a I’estimation aveugle de canal

On considere ici la réception de symboles de communications appartenant a une
modulation d’amplitude et de phase MDAQ (QAM). 1l s’agit d’identifier, sans
séquence d’apprentissage (« en aveugle »), la réponse complexe H du canal de
propagation. On regoit ainsi des symboles x; :

x; = Hs; +w; (13)

ol w; représente un bruit complexe additif et H la réponse du canal. Ce modele
simple correspond idéalement a 1’observation faite sur une porteuse, a ’issue de la
FFT de réception, dans le cas typique d’une transmission en OFDMA. On propose
alors d’identifier la transformation qu’il faut appliquer a la constellation de départ
pour rendre compte au mieux des observations.

Si on note (Sk)ke[1, K] les K symboles de cette constellation, alors on peut
proposer une modification [13] du critere K-produits :

N K

Juxp(H) = Z 1_[ |xi — ﬁsk|2 (14)

i=1 k=1

N représente toujours le nombre d’observations mais K représente maintenant le
nombre de symboles de la modulation utilisée (4, 16, 64, ...). On appellera
dorénavant HK-produits ce critere modifié.

Une approche relativement similaire a été proposée dans [14], pour le cas d’une
réception sur plusieurs antennes. Dans cette référence les auteurs cherchent a agir sur
les observations et non sur la constellation comme nous le faisons ici. De plus, ils
restreignent leurs travaux au cas des modulations dont tous les symboles sont de
méme puissance : constellations circulaires de type modulation de phase MDP
(PSK). IIs proposent des équivalences avec le critere du maximum de vraisemblance.

Pour minimiser, dans le cas général des modulations MDAQ, le critere proposé a
I’équation (14), des propriétés de symétrie de ces modulations peuvent étre utilisées.
Nous savons que {s, jSx,—Sk,—jSx} appartiennent a la constellation. On utilise alors
la propriété suivante :

(i — Hso)(x; — jHs) (x + Hs) (i + jHse) = x} — H's} 15)

Plusieurs équivalences entre le critere HK-produits, le critere du maximum de
vraisemblance et 1’approche proposée par 1’algorithme de Viterbi-Viterbi [16]
peuvent étre identifiées (cf. annexe 3).

On 1ntr0du1t ensuite la nouvelle observation : y; = xl , le nouveau pseudo
symbole vy = sk, et la variable complexe z = H". H*. Dés lors le critére de I’équation
(14) devient, en introduisant M = K /4 :

N M
Juxr@ =Y [y — 2wl (16)

i=1 k=1
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On introduit alors :
M M M
Co=1,C1=—ka,Cz=Z Z Vi Vj, ...
k=1 i=1j=i+1
M M

M M
=Dy > ) Vi) Uiy .- Vs CY = IT ve,

=1 =i+l ip=ip_+1 k=1

=

_ 1 PS4 _ =
mp,q =N ) y; y,' et Apn.m = CnCnyMpM —n M—m-

1
i=I

Le critere peut alors étre ré-exprimé sous la forme :

M
Jukp(z) = Z
n=0

A cette étape il est judicieux d’utiliser une représentation polaire : z = p e/?. On
obtient alors :

M M
Jukp(p.0) =) D dnnp" el (18)
n=0 m=0

M
ammzn Zm
=0

a7

m

La minimisation de Jygp(p,0) suivant les deux parameétres est alors une étape
difficile. Une approche par relaxation entre p et 6 peut alors étre proposée. Elle
conduit, aprés quelques changements de variables, aux solutions simples suivantes :

cas p connu
M M M-t )
Jukp(®) = Re : D anmp™ +2) ) am+,,mp’+2mef”] (19)
m=0 t=1 m=0

6 = Argmin Re {IFFT {%,al,az,...,a,w” (20)
0

avec !

M-t
=2 animp " Q1)
m=0
La phase estimée 6 est donc simplement donnée par la minimisation de la partie
réelle d’une Transformée de Fourier Discrete Inverse (IFFT) :

cas 6 connue

2M t
JP) =) D ammp'e @1

t=0 m=t—M
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p= Argmin {J(p)} (23)

pE{racines réelles positives de ](p)}

On montre alors que, méme avec trés peu d’observations, cette approche permet
d’identifier la réponse du canal avec précision. La figure 7 illustre la variance de
I’estimation du canal en fonction de la taille de 1’observation (V). Les performances
sont comparées a celles d’un algorithme de référence [15] pour I’estimation aveugle
de la phase du canal.

©
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Figure 7. Comparaisons des performances obtenues avec I’approche HK-produits
(HKP) pour I’estimation du canal par rapport a une méthode de référence (REF).
Les courbes sont tracées en fonction du nombre de symboles observés

4. Conclusion

Nous avons passé en revue un ensemble d’applications du critere K-produits pour
la classification de données. Des résultats prometteurs ont été présentés pour
I’application de ce critere dans des domaines aussi différents que 1’estimation non
supervisée des mélanges de lois, I’extraction de plusieurs droites dans des images ou
I’estimation aveugle d’un canal en radiocommunications.

L’unicité de la solution du critere a été démontrée pour des données
bi-dimensionnelles, indépendamment du nombre de modes et pour des données de
dimensions quelconques en 1’absence de bruit dans le cas restreint de deux modes.
Parallelement I’algorithme d’optimisation itérative n’a jamais identifié¢ de minimums
secondaires du critere en dimensions quelconques et quel que soit le nombre de
modes. On peut espérer que la démonstration de 1’unicité (sans considérer les
permutations) de la solution doit étre atteignable. C’est un axe de travail en cours.
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Annexe 1. Preuve de I’absence de minimums secondaires en dimension
quelconque pour deux composantes (K = 2) de matrice de covariance nulle

On considere le cas avec deux modes m; m; distincts, de dimension D
quelconque, et en absence de bruit. Les N observations ne peuvent donc étre égales

qu’a my, ce qui se produit dans N; cas ou égales a m,, ce qui se produit dans N, cas
(N =N;+ N,).

Sans perte de généralité on suppose que m; est le vecteur nul (si ce n’est pas le
cas il suffit de faire un changement de repére pour se retrouver dans cette
configuration) et on pose my; = m (m différent du vecteur nul). Le critere s’écrit
alors :

J (i) = Ny llw ] luzll? + N2 [luy —m|? f[u; — m]}? (24)

Les couples (u;, uz) qui annulent le gradient de J vérifient :

2 2

0= Ny [[uzf|” + N2 (uy —m) [lu; — ml| (25)
2

0= Niw [lw||* + Nz (up —m) u; —m]| (26)

D’apres (25) et (26) u; et uy sont colinéaires a m. Il existe donc deux réels
positifs a et b tels que :

u; =am 27)

u; =b.m (28)
En remplagant (27) et (28) dans (25) et (26), on obtient :

0 = Nyamb” |m|* + Nx(a — Dm(b — 1)* m|? (29)

0 = Nyipma® [[m|* + N2 (b — Dm(a — 1)* m|? (30)
Le vecteur m étant non nul :

0 = Nyab* + Na(a — )(b — 1)? (31)

0=Na’b+Naa—1’(b— 1) (32)
En calculant a.(31) — b.(32), on obtient :

0=MNM@-Db-DHb—-a) (33)

Les seuls points stationnaires sont donc :
a=1 (alors b=0d’apres (31)), il s’agit d’'un minimum global qui annule le critere.

b=1 (alors a = 0 d’apres (32)), il s’agit d’'un minimum global qui annule le
critere. Il s’agit en fait de la permutation de la premiere solution.
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a = b, dans ce cas on a donc u; = u,. et I’équation (31) conduit a :

Nia® =N, (1-— a)3 34
N1/3
a= N1/3—+—N1/3 (35)

11 est alors possible d’évaluer le critere a partir de I’équation (24) et de montrer
qu’il s’agit d’un maximum du critere. Dans le cas particulier d’équiprobabilité des
deux modes, c’est a dire pour Ny = N, on obtient a = 0,5, d’ott u; = uy = 0,5m.

Annexe 2. Preuve de I’absence de biais en dimension deux dans le cas de deux
composantes (K = 2) équiprobables gaussiennes de méme variance

En dimension 2 (x; € R?) on représente 1’observation sous la forme d’un nombre
complexe z; = x;, + jx;,. La densité de probabilité de la variable aléatoire Z s’écrit

donc :
05 (1 Iz +al? 1 lz — al?
=—\— —_ — —_ 36
fZ(Z) T ( 0_12 €Xp ( 20_12 + 022 exp 2022 ( )

On peut alors calculer

Ez[Z]1=0 (37)
Ez[Z]=0 (38)

E7[ZZ] = llal* + of + 03 (39)
E;[Z2°] = (40)
E;[Z2°Z] =2a (0} — o}) (41)

L’équation (7) devient alors

c 1 0 ! a?
2\ _
() = (o IIaII2+af+6§) <2a (o%—an) “2)

Ce qui conduit a :

(&) _ 612
(&)= (5) w

2 2
0y — 0

avec p = ———=——1
lall* + o2 + o}
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Le minimum du critere est alors donné par les racines du polynome

x? —2ap x — a®. Celles ci sont égales 4 : —a (\/1 + 0% — p) ,a <\/1 + o2+ ,0) )

On constate donc que la minimisation du critere conduit a une estimation biaisée
des espérances des deux modes. Cependant dans le cas ou les deux composantes ont

la méme variance (07 = o5 = 0%) alors p = 0 et I’estimation est non biaisée.

Dans le cas d’observations unidimensionnelles d’un mélange de deux

gaussiennes d’espérance (réelle) —a et +a, de méme probabilité et de variance o7 et

07, le méme raisonnement permet de trouver le minimum du critere lorsque le

nombre d’observations tends vers 1’infini.

Les deux racines sont égales a : —a <,/,012 + 02— pl) ,a (,/,012 + 02 + p1>

) 2 2
3 (02 9 ) 0; +0j
2a2 + 022 + 012 2a?
Contrairement au cas bidimensionnel, I’estimation reste biaisée méme lorsque les
deux composantes ont des variances identiques. Dans un tel cas on a :

) 2
ol=0l=0"= —a<\/1+%),a<\/1+2—2>

Annexe 3. Critere HK-produits, algorithme de Viterbi-Viterbi et critere du
maximum de vraisemblance

avec p; =

Si on se restreint au cas de la modulation MDAQ 4 (QPSK), les phases des
symboles de la constellations sont telles que : Vk, s,f =a, ou a représente une
constante réelle qui est fonction du module des symboles de la constellation. Le
critere HK-produits s’ écrit alors :

N
JHKP(ﬁ) = Z |)Cl4 —aﬁ4

i (44)
i=1
La solution est alors donnée par :
- ﬁ: xt (45)
aN !

Si on s’intéresse juste a ’estimation de la phase d’un canal de module unité :
H = ¢/?, on obtient alors (pour a > 0) :

.1 Y
6 = T(angle fo + 2m71>, meN (46)

i=1

On reconnait alors la solution donnée par I’algorithme de Viterbi-Viterbi [16].
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On peut aussi remarquer, que dans le cas d’un canal de module unité, le critere de
I’équation (44) devient :

Tnkr®) = Z [t~ ae| )

Ce critere peut alors étre vu comme la maximisation de la probabilité

,,,,,

En effet, les observations x; s’écrivent de la maniére suivante :
Xi = efed,- + n; (48)

d; représente le symbole émis a l'instant « i » et n; représente un terme de bruit

additif complexe de moyenne nulle et de variance o,2.

On a alors :
x} =eMal + 4¢3 dn; + 66/ dPn? + 4/’ din? + n? (49)
ou encore :
x;‘ =ae’* +u; (50)
avec :
uj = 4 dn; + 67 d?n? 4 4e’?din} + nt (51)

Comme n; est un bruit circulaire complexe gaussien, avec E{ b ’"*} =0
Vm # p, on en déduit que u; est un bruit gaussien de moyenne nulle dont la variance
o2 dépend uniquement du module des symboles MDAQ et de la variance o> du
processus n;.

On peut alors exprimer la probabilité conditionnelle p (x}'| ) :

4 ! [/ )
P (xi |9) = ﬁ exXp —T (52)

Comme les termes de bruit n; sont indépendants, on en déduit que les termes u;
sont aussi indépendants, la probabilité conditionnelle du N-uplet observé s’écrit
donc :

p () n]0) = TTr (10) 3
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N -
> |t — ae*?
i=1

p ({x?}izl N‘O) =7 = &P\~ 252 4

Comme o2 ne dépend pas de 6 la maximisation de p ({x;1 }_

équivalente a la minimisation de 1’équation (47). Ainsi, dans le cas de I’estimation de
la phase d’un canal de module connu, le critere du maximum de vraisemblance est
équivalent au critere HK-produits.
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