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d’observation et permettant de le tester dans un sens statistique précis grace a I’emploi de
substituts temps-fréquence, ainsi que d’en fournir diverses extensions, en particulier au-dela
de I’invariance en translation.

ABSTRACT. The paper is concerned with the approach developed within the ANR Project
StaRAC, and it gives an overview of its main results. The objective was to reconsider the
concept of stationarity so as to make it operational, allowing for both an interpretation
relatively to an observation scale and the possibility of its testing thanks to the use of time-
frequency surrogates, as well as to offer various extensions, especially beyond shift
invariance.
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Extended Abstract

As explained in Section 1, the word “stationarity” is ubigpuis in signal proces-
sing and data analysis but, often used in a loose sense, itanegspond to different
qualities that are not necessarily captured by what is medieio as “stationarity” in
textbooks. Classically (Loéve, 1962 ; Doob, 1967), statidy refers to stochastic
processes and is defined as the invariance in time of staligtioperties or, in other
words, as the independence of those properties with respecme absolute time.
In practice, however, stationarity is commonly advocatedhther different contexts
and/or with additional features that implicitly enter thetpre.

Two examples are mentioned in Section 1.1 for supportirggdiaiim. The first one
concerns speech signals which, when considered at timesscbseveral seconds, are
unanimously considered as “nonstationary”, and for whigthuds have been pro-
posed for, e.g., their segmentation into “stationary” pafthe way those parts are
referred to as stationary however differs significantlynfrthe standard definition. On
the one hand, some time scale is taken into account, whasseetke accommodation
with respect to the actual definition that extends over ales. On the other hand, an
identification between stationarity and periodicity is tinaly made (cf. voiced seg-
ments), which is another departure from the standard defingiven in a stochastic
framework. A second example is given by internet data, foictvkwo distinct issues
related to “stationarity” can be considered. If we first gmalsuch data at different
time scales (thanks, e.g., to a wavelet decomposition)canée interested as in the
speech example in the time variability and its statistigatidicance. If we now look at
the different scales jointly, we are faced with a differearnh of invariance that makes
all of them look quite similar in terms of their variabilitp€ it significant or not over
the considered time scales) (Willingetral,, 1997 ; Park, Willinger, 2000 ; Loiseaat
al., 2010). This invariance across scales is coined “selflanity” (Embrechts, Mae-
jima, 2002), but it clearly shares much with the idea of ‘istadrity”, provided that
time shifts are replaced by dilations. These two examplessaeve as an elementary
motivation for the scientific objectives of StaRAC:

— propose and develop operational (i.e., interpretablative and testable) ap-
proaches to the concept of stationarity, with the purpodilioig existing gaps bet-
ween theory and practice;

— develop new methods to test and measure departures froomatéy;

— extend the concept of stationarity to groups of transfeiona different from
shifts.

Following Section 1.2 devoted to a state-of-the-art of texgsapproaches, Sec-
tion 2 gives an overview of the framework in which the projeas been developed.
Section 2.1 first makes more precise the general conceplative stationarity whe-
reas Section 2.2 details the way it is used in practice. Tlehkt is to operate in a
time-frequency (TF) domain and to explicitly introduce ttime scales: g@lobalone,
fixed by the observation span, antbaal one, aimed at evidencing variations within
the former. From a practical point of view, the TF descriptielies on multi-taper
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spectrograms, and the assessment of stationarity, iativ the observation scale,
results from a comparison between local spectra and thaltote obtained by mar-
ginalization. In order to give a statistical significancestaech comparisons, Section
2.3 then presents the original strategy that has been gmatfor characterizing the
null hypothesis attached to stationarity. It is based onutte of a collection osur-
rogate data constructed from the observation by randomizations ofpthese of its
spectrum (Theileet al., 1992 ; Schreiber, Schmitz, 2000). It has been shown (Borgna
et al, 2010; Richarcet al,, 2010) that surrogates constructed this way are guaranteed
to be stationary, paving the way for their use as statioednzrsions of the data to be
tested.

Given the outlined framework, the question of how to deriperational tests is
the purpose of Section 3. Two main categories of tests haga bavisioned (see
(Borgnatet al, 2010) for a comprehensive presentation). The first oneti(8e8.1)
relies on‘distances” between local and global spectra. A specific combinatiohef t
Kullback-Leibler divergence and the log-spectral deviafproved most useful, with a
resulting test variable whose fluctuations follow approiety a Gamma distribution
under the null hypothesis of stationarity (Xiao, Borgndarerin, 2007 ; Xiacet al,,
2009). This allows not only for a specified confidence in theeckion, but also for
the obtention of by-products such aslegreeand atypical scaleof nonstationarity.
A second approach (Section 3.2) considers the collecti@uwbgates as le@arning
setattached to the stationary hypothesis, with possible tesitey techniques aimed
at outlier detection, such as, e.g., one-class supporovatichines or others (Xiao,
Borgnat, Flandrin, Richard, 2007 ; Amoetial., 2009b). This part is concluded (Sec-
tion 3.3) by an example where detection is achieved in a Bpéeature space adapted
to amplitude- and frequency-modulated waveforms. For aesdegree of nonstatio-
narity, this allows for a quantitative characterizatioritedtypeof this nonstationarity
(Amoudet al., 2009a).

Connected approaches are briefly discussed in Section #oi$dcl introduces
2D surrogates aimed at detecting either transients witmowk shape and location in
the TF plane (Borgnat, Flandrin, 2008) or nonstationargsioorrelations in bivariate
signals (Borgnat, Flandrin, 2009). Section 4.2 mentiorssiide 2D time-scale exten-
sions based on wavelet decompositions in place of speetmgywith the purpose of
testing homogeneity in images (Flandrin, Borgnat, 2008yréater attention is paid
in Section 4.3 to a generalization of the concept of statipnan the specific context
of self-similarity. Going beyond the so-called Lamperérisformation (Flandriret
al., 2003) which connects self-similar processes with statipoones, emphasis is put
on a two-parameter perspective, based on the affine groappémmits to guarantee
the additional property of stationary increments whilelahegwith finite size effects
(Ramirez-Cobeet al, 2010). Finally, Section 4.4 addresses a problem that was no
initially supposed to be dealt with in the project, namelyesh perspective (based on
Empirical Mode Decomposition (Huareg al., 1998)) on the problem of decomposing
a given observation inmendand afluctuation In fact, this problem shares much with
the general viewpoint developed previously for statiayawhere both the definition
and the analysis are explicitly made dependent on the oisemscale, and the new
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approach is shown to compare favorably with existing onesdiMaderi, Flandrin,
Borgnat, 2011 ; Moghtaderi, Borgnat, Flandrin, 2011).

1. Introduction et problématique

Le terme « stationnarité » est couramment utilisé en tratdrdu signal et ana-
lyse de données mais, pris souvent dans une acception ilapgeit correspondre a
différentes qualités qui ne correspondent pas nécessaiteince que I'on appelle
« stationnarité » dans les manuels. De facon classique €,d®62 ; Doob, 1967),
le concept de « stationnarité » se référe a des processumstiogies et est défini
comme une invariance temporelle de propriétés statistigue en d'autres termes,
comme l'indépendance de ces propriétés par rapport a urstabgwlu. En pratique
cependant, la stationnarité est communément invoquéeddasnsontextes assez dif-
férents et/ou aménagée de considérations additionnelles.

1.1. Enjeux et motivation

Comme premier exemple illustrant les remarques introdestprécédentes, on
peut considérer les signaux de parole. Lorsqu’on les cénsi@des échelles de temps
de plusieurs secondes, ceux-ci sont unanimement considéndme « non station-
naires » et, en tant que tels, un trés grand nombre de métioodeté proposées
pour, par exemple, les segmenter en zones « stationnait@sfacon de considérer
ces zones comme « stationnaires » différe cependant safiviiment de la définition
standard. D’une part, une échelle de temps est prise en epg®ui nécessite un
aménagement par rapport a la définition stricte qui est sé®pe’appliquer a tous
les temps. D’autre part, une identification implicite erdtationnarité et périodicité
est couramment faite (par exemple dans les parties vojseqyi constitue un autre
écart a la définition standard donnée dans un cadre stogphesti

Un second exemple est fourni par les données de trafic ingonéon sait (Willin-
geret al, 1997 ; Park, Willinger, 2000; Loiseart al,, 2010) que I'observation a dif-
férents niveaux de résolution révéle des propriétés de e¢a@uappelle « autosimi-
larité » (Embrechts, Maejima, 2002). Dans ce cas, on peldidgérer deux questions
distinctes liées a la « stationnarité ». Si, dans un prerei@ps, on analyse séparé
ment les observations correspondant & différentes éshelieporelles, on peut s'in-
téresser, comme pour la parole, a leur variabilité dansngpseet a la signification
statistique de celle-ci. Si, dans un deuxiéme temps, onaéresl’ensemble des réso-
lutions conjointement, on se retrouve face a une formerdiffé d’invariance qui les
fait toutes se ressembler en termes de variabilité. Il egtgue cette invariance a tra-
vers les échelles s’apparente a une idée de « stationnagpiééisvu que I'on remplace
les décalages temporels par des changements d'échelle.

Ces deux exemples fournissent une motivation élémentaine Ips objectifs du
projet StaRAC (« Stationnarité Relative et Approches Caase) :
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1. proposer et développer des approches opérationneles-gedire interpré-
tables, relatives et testables) au concept de statiogpaans le but de combler le
fossé existant entre théorie et pratique,

2. développer de nouvelles méthodes pour mesurer, testerdsiliser des écarts
a la stationnarité,

3. étendre le concept de stationnarité et I'idée de test@ssa des groupes géné-
raux de transformations.

Cet article propose essentiellement les résultats panicifiés aux deux premiers
points, se contentant d’indiquer les passerelles possibiec le troisieme. Il en résu-
mera la teneur en renvoyant le lecteur intéressé vers ldgatibns en détaillant le
contenu.

1.2. Etat de l'art

Stationnarité localeDes formes approchées de stationnarité ont été propoaéss d
le cadre de propriétés telles que stationnarité « localeguasi » stationnarité ou sta-
tionnarité « par morceaux » (Silverman, 1957 ; Dahlhaus61®8allatet al., 1998).
De ces points de vue, la question est en général de rendreteatiyme évolution
possible de caractéristiques au cours du temps en complsicaractéristiques lo-
cales dans des fenétres adjacentes, avec I'objectif sdigi@eter un changement bru-
tal significatif (rupture), soit de segmenter les donnéesames homogénes. La gé-
néralisation de ce type d’approches conduit a des famikeméthodes qui posent
plus globalement la question de I'évolution en temps (ou syaee) de grandeurs
spectrales, ce qui s’inscrit (implicitement ou expliciem) dans le cadre de 'ana-
lyse temps-fréquence (Priestley, Rao, 1969 ; Martin, 1984rtin, Flandrin, 1985
Priestley, 1988 ; Laurent, Doncarli, 1998 ; von Sachs, Neuma000; ljimaet al,,
2005).

Tests de stationnaritélester la stationnarité est une question qui a déja étéefobj
d’attentions multiples, mais peut-étre pas autant qu’ourgzat I'imaginer eu égard
a son importance. Parmi les différentes facons d’abordprdbléme que 'on peut
trouver dans la littérature, celles qui ont rencontré lesgla succés dans la commu-
nauté des séries temporelles (telles que le test KPSS (kawaki et al, 1992) et
ses généralisations (Hobigt al, 2004)) sont explicitement basées sur des idées de
modélisation, avec une réjection de I'hypothése nulle deostnarité liée de fagon
étroite a une propriété de « racine unité » du cas considénéneonon stationnaire.
Les non-stationnarités testées par ce genre de méthodedesoa fait assez spéci-
fiques, se réduisant en général a des tendances ou des cleatgdemoyenne. Pour
dépasser cette limitation, des méthodes alternatived@ptéposées dans le domaine
fréquentiel, en comparant les caractéristiques spestoidenétres adjacentes et en
construisant un test statistique pour décider d’'une diffée significative ou non entre
elles (Priestley, Rao, 1969 ; Vaton, 1998 ; Fuentes, 2006icByIskander, 2006).
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Théorie de I'apprentissage pour I'analyse temps-frégeeDepuis les travaux fonda-
teurs (Aronszajn, 1950), la reconnaissance de formes lsaségthéorie des espaces
de Hilbert & noyau reproduisant (RKHS) n’'a cessé de gagn@ogpnlarité. Ceci a
conduit a de nouveaux algorithmes, aux performances axetuela complexité cal-
culatoire réduite, pour des questions de régression néaitie, de classification, d'es-
timation de densité, etc., dans des espaces de grande dhmealié (cf., par exemple,
(Boseret al, 1992 ; Scholkopkt al, 1998; Mikaet al, 1999)), avec en outre des
performances en généralisation garanties par la théolamgl@entissage statistique
(Vapnik, 1995). Récemment, le cadre formel des machines/auxoa été étendu a
I'analyse temps-fréquence, montrant que certains noyeproduisants spécifiques
permettent d'opérer dans le domaine temps-fréquence {hi®etal, 2007).

Stationnarité généralisé8&i la possibilité de généraliser le concept usuel de stagion
rité basé sur les translations (en temps ou en espace) endaatt a d’autres groupes
de transformations a été formellement considéré il y a lemgs (Hannan, 1965),
cette possibilité a cependant été peu remarquée, hormigugsecas particuliers.
L'exemple le plus connu concerne les changements d’'échtliguoique datant du
début des années soixante (Lamperti, 1962), il n'a refaiasa que bien plus récem-
ment (Burneckiet al, 1997 ; Nuzman, Poor, 2000; Flandi al, 2003 ; Avaroet
al., 2006) apres plusieurs re-découvertes partielles sueesq$ray, Zhang, 1988
Yazici, Kashyap, 1997). La stationnarité par les changeés@gchelle s’identifie es-
sentiellement a ce qu'on appelle maintenant l'autosindaiEmbrechts, Maejima,
2002), et la vision nouvelle offerte par la transformatianldamperti pour de tels
processus a permis le développement d’un certain nombrarddions relatives a des
formes affaiblies (ou brisées) de cette stationnarité&ntilarité et des outils associés
(Perrin, Senoussi, 1999 ; Borgredtal., 2002 ; Amblardet al,, 2003 ; Lim, Muniandy,
2003; Clerc, Mallat, 2003 ; Borgnat al., 2005).

2. Cadre général
2.1. Stationnarité relative

L'idée de base poursuivie dans le projet est que la statritémaest pas un concept
absolu, mais qu’elle n’a de sens que relativement a unelédafiebservation. Ainsi,
suivant que la mesure en est faite sur un horizon temporelnoautre, un méme
signal peut étre considéré comme stationnaire ou pas,reipe étant de s’'intéresser
ala permanence éventuelle de propriétés descriptives afiatérieur d'un intervalle
servant de cadre de référence.

2.2. Cadre temps-fréquence

L'approche proposée met naturellement en jeu deux éctadiésmps : unglo-
balefixée par I'horizon de référence et ulvezalea méme de mettre en évidence des
variations de caractéristiques a l'intérieur de la premiBe facon a concilier dans un
cadre unique les deux acceptions mentionnées précéderdmink stationnarité »,
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liées a un point de vue tant stochastique (comportemerstgiae de descripteurs
comme la moyenne, la variance, etc.) que déterministeqgiériés), le concept de
stationnarité relative peut étre défini en termes de teméapience. En effet, étant
donné une observation, une représentation temps-fréqoéine un cadre unique pour
caractériser I'évolution de propriétés spectrales aussi #éterministes (comme une
modulation de fréquence) qu’aléatoires (au sens d'un speépendant du temps),
la distribution calculée pouvant se voir indifféremmentnzoe une caractérisation
certaine ou comme I'estimée d’une quantité aléatoire. Dansou l'autre des cas,
on conviendra d’appeler stationnaire, relativement & uizbo d’observatior?”, un
signal dont le comportement spectral local est semblabéecasactérisation globale
obtenue par marginalisation.

D’un point de vue pratique, pour un signal don@), la représentation temps-
fréquence choisie est wpectrogramme multifenétre

K

k=1
mettant en jeu une famille de spectrogrammes ordinaires

2

S0 1) = | [ s =) 207 s @

pour lesquels les fenétres a court-termmét) sont des fonctions d’Hermite.

Le spectrogramme multifenétre de I'équation (1) préseavantage d'étre un bon
estimateur (au sens d’une variance réduite sans lissagmtehadditionnel tendant a
gommer les non-stationnarités) du spectre théorique de&kyille (Bayram, Bara-
niuk, 2000 ; Xiao, Flandrin, 2007). En pratique, la moyenaéld porte sur un nombre
réduit de fenétres, typiquement enfret 10 (on pourra se reporter & (Bayram, Bara-
niuk, 2000; Xiao, Flandrin, 2007) pour plus de détails).dt en outre possible de
varier la taille de ces fenétres, indépendamment de lemrdo€eci offre un degré de
liberté supplémentaire en permettant de régler I'horizet@halyse locale relative-
ment a I'échelle de temps globale fixée par la durée totales#vation.

La caractérisation de la stationnarité relative revieotsah comparer les spectres
locaux S, k (tn, f) (obtenus pour une séquence deinstantst,, répartis sur I'in-
tervalle d’observatiod” avec un espacement proportionné a la taille des fenétres a
court-terme) au spectre global défini par la marginalisatio

N
n=1

2.3. Substituts

Quelle que soit la mesure de dissimilarité retenue entrggestres locaux et le
spectre global, son calcul sur une observation unique nealj@amais un résultat stric-
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tement nul dans le cas stationnaire, et la question est dé si#cider dans quelle me-
sure une valeur non nulle est significative ou liée aux fluaina intrinséques de I'es-
timation. Afin de poser cette question dans le cadre d’urstasistique, ceci revient a
pouvoir disposer d’une référence caractérisant I'hypseghiulle de stationnarité.

Bien qu’on ne dispose par hypothése que d’une observatioa,montré qu’une
réponse a cette question était possible en recourant ahaigee dite des « substi-
tuts » Gurrogate datan anglais (Theileet al,, 1992 ; Schreiber, Schmitz, 2000)), qui
s’inscrit dans le panel des outils pilotés par les donnéete@echnique repose sur
une remarque trés simple, a savoir que, pour un spectremaadginné, I'idée de sta-
tionnarité évoquée correspond a la situation ou la degenigpectrale n'est attachée
a aucune structuration cohérente en temps. Or, si le pogddifiérentes composantes
spectrales d’un signal est mesuré par le module de son sgkcEourier, c’'est dans la
phase de celui-ci que sont codées les relations entre camigsgpouvant conduire a
des comportements temporels structurés. Ainsi, un sigatbsnaire se différenciant
d’'un signal non stationnaire de méme spectre par une phasgale aléatoire, il suffit
de rendre aléatoire la phase du spectre d’une observat@oangue pour la « station-
nariser ». De facon plus pratique, saitk] := A[k]e*?l¥] |a transformée de Fourier
discrete du signal obseruén], supposé de longuer. Un substituts[n] est engen-
dré en remplacant la phagg:| par une séquenaglk| de variables indépendantes et
identiquement distribuées selon une loi uniforme[sur, 7|, soit

s[n] == Z A[k]ew[k] e?2mnk/T 4)
k

La stationnarité des substitut§], introduite intuitivement ci-dessus et illustrée en
figure 1, a été justifiée de facon rigoureuse dans (Borgnalt, 2010 ; Richarcet al.,,
2010). Dans cette figure, la colonne de gauche présente nal gigion stationnaire »
(en haut), son spectrogramme (au milieu) et la distributi@mginale en temps de ce
dernier (en bas). La deuxieme colonne présente de la mérme Feg informations
relatives & un substitut et la troisieme colonne cellesespondant & une moyenne
calculée sur0 substituts du méme signal. La quatrieme colonne présefite lan
distribution marginale en fréquence qui, par construgtist identique pour les trois
spectrogrammes. Ces différentes distributions mettegwa&ence une « stationnari-
sation » au sens ou, pour un méme spectre marginal, le coenpemt temporel local
a perdu la forte structuration du signal original.

Sur la base de ce résultat, il estimmédiat de créer autantxtitsits (stationnari-
sés) que I'on opére de « randomisations » sur la phase, ceduépla caractérisation
d’'une distribution d’ensemble de I'hypothése nulle deistatarité pour n'importe
quel descripteur choisi en vue de comparer les propriétégdds et globales. Il de-
vient alors possible, au vu de cette distribution, d’ateaam degré de signification a
la valeur effective, unique, prise par le méme descripteur pobservation.
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Figure 1. Stationnarisation par substituts

3. Tests

Le principe de I'approche étant acquis, il reste a précastagdon dont est conduite
la comparaison « localersusglobal ». Essentiellement deux pistes ont été explorées,
I'une basée sur une notion de « distance » et l'autre sur ées idsues de la théorie
de I'apprentissage statistique.

3.1. Distances

La littérature offre une trés grande variété de mesuress@diiarité entre spectres
(Basseville, 1989). On a pu montrer qu’un choix raisonngldavait étre fait en
considérant les « distances » les plus simples ayant déj@dias preuves dans des
contextes similaires. Plus précisément, la mesure retemue deux spectres(f) et
H(f) définis sur un intervalle fréquenti@l est de la forme

k(G H) := kxr(G, H). (1 + krsp (G, H)), (5)

combinant ainsi la divergence de Kullback-Leibler synséiei

(6) - 19) 1 5 ©

v (G 1) = /

Q
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appliquée aux spectres normaligésf) et H(f) issus deG(f) et H(f), et la dévia-
tion log-spectrale
G(f)

H(f)

log

kLsp(G, H) := /Q

‘ df. @)

Lintuition derriere ce choix est qu’une large famille demstationnarités peut
étre décrite par une modélisation de type AM-FM. La diveogette Kullback-Leibler
étant essentiellement une mesure de dissimilarité entmesfspectrales normalisées,
elle est par nature bien adaptée a la mise en évidence deistzIEM mais, du fait de
la normalisation des spectres, elle est insensible a untéaegpurement AM. Celui-ci
est par contre pris en charge par la déviation log-specitadfiant 'usage combiné
des deux mesures (Xiao, Borgnat, Flandrin, 2007 ; Xgal., 2009).

Le test proprement dit passe alors par I'application deartsure de dissimilarité
entre les spectres locaux et le spectre global associd;a&@ise par I'évaluation de
guantités

{cW) = K (Sy.k(tn, ), (Sy.ic (tn, Nn)sn=1,...N} (8)

pour les signauy(t) correspondant tant a I'observation a tesigt (= =(t)) qu'ala
collection de ses substitutg(¢) = s;(t);5 =1,...,J).

La stationnarité étant supposée correspondre a une égratiitéles spectres locaux
et le spectre global, on mesure ensuite un écart éventuttéacceia les fluctuations
en temps des mesures de dissimilarité (8). Rapportant agsdtions a leur valeur
moyenne définie par

Z 2 (9)

le choix le plus simple consiste a faire usage de la distanadmatique, conduisant a
I'évaluation de la statistique de décision

N
Z ( W) _ (W) ) (10)

pour le signal teste(¢) et les.J substitutss;(¢), j = 1,...,J.

Dans la mesure ou, comme on I'a dit précédemment, il esefdeilgénérer autant
de substituts stationnaires que I'on veut, il est alorsiptesd’accéder a la distribution
empirique du descripteur de fluctuations (10) conditioleme¢nt a I’hypothése nulle
de stationnarité, et ainsi de caractériser celle-ci. Gafdj pour une erreur de premiére
espece prescrite, on peut identifier un sewl partir de(s;), et rejeter ou accepter
I'hypothese de stationnarité selon que la condifi{n:) > ~ est satisfaite ou non.

Une étude plus précise de cette approche a conduit a unrcedtaibre de résultats
gue I'on peut résumer de la fagon suivante :

1. Modélisation.Sous I'hypothése nulle, la distribution de la statistiqes fluc-
tuations (10) est modélisable par une loi Gamma. Ceci pecbsgrendre par la
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structure quadratique de la mesure choisie et le caraciéienfent mélangeant des
pré-traitements conduisant aux grandeurs sur lesqueltess mesure opére. L'intérét
de ce résultat est que la charge de calcul attachée au calsubdtituts peut étre si-
gnificativement réduite en ramenant un probleme d’'évalnatimpirique de densité
par histogramme a une modélisation a deux parametres poétranconduite, par
exemple, au sens du maximum de vraisemblance. On a pu notersams, qu’'a per-
formances comparables, la seconde approche nécessieuptusrdres de grandeurs
de moins que la premiére quant au nombre de substituts seut{Kiaoet al,, 2007 ;
Xiao et al,, 2009).

2. ReproductionDans la mesure ou le test proposé est essentiellement wietest
rejet de I'hypothése nulle de stationnarité, il conviens@essurer d’'une reproduction
convenable de cette derniére dans le cas ou 'observatiogffestivement station-
naire. Les études conduites en ce sens ont montré que le 'Bwewt de premiéere
espéce observé était Iégérement plus important que larvatescrite, conduisant
ainsi a un test pessimiste (Xiab al., 2009 ; Borgnatt al,, 2010). Une amélioration
a ce comportement a depuis été proposée en introduisanamnilkefplus permissive
de substituts, ditgle transition(Borgnatet al, 2011), a la stationnarité modulable
continment en lieu et place de la stationnarité au sensiéo(t). On a pu caracté-
riser ainsi le contr6le a apporter au signal de phase desitsi®pour améliorer les
performances de reproduction de I'hypothése nulle san#isacelles de détection.

3. Caractérisation Bien que le test soit binaire, la valeur de la statistif.(e)
apporte des informations complémentaires quant a I'ingmoe éventuelle de la non-
stationnarité détectée. Un sous-produit de la détectibareparticulier la définition
possible d’unindice de non-stationnarité en rapportad{x) a sa valeur moyenne
obtenue pour les substituts :

O(x)

72;‘:1 O(s;)

(11)

De plus, si le test est par définition relatif a I'échelle debvation définie par la
duréeT du signal analysé, il est aussi fonctionnellement déperdiata tailleT), des
fenétres a court terme permettant de contraster les spéatax et le spectre global.
La conséquence en est que I'on dispose d'un degré de lihgrdénentaire, le test
pouvant étre conduit pour plusieurs tailles de fenétresi Gfére alors la possibilité
de définir uneschelletypique de non-stationnarité (ENS) selon :

1
ENS:= T A8 H%aX{|NS(Th)} . (12)

3.2. Apprentissage

Une deuxieéme voie d’approche consiste a considérer laladgk substituts cons-
truits & partir du signal observé comme emsemble d’apprentissagke la situation
stationnarisée correspondante. Un des intéréts de ce g@intie est qu'il évite le
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choix d’une mesure de dissimilarité telle que (5) et d'uraistique de décision as-
sociée (10). La méthode retenue repose sur la mise en ceurraaiénes a vecteurs
supports a une classe (Xiao, Borgnat, Flandrin, Richar@d7R0

Plus précisément, en considérant un ensemble d’app@geiSs, , . .., s} pou-
vant correspondre, soit aux substituts eux-mémes, soi dekrripteurs qui s'en dé-
duisent, on cherche a déterminer I'’hypersphére de cepntjai rend compte au mieux
du support de la distribution des données selps- arg min, max;_1, s ||s; —al*.
Ceci peut se traduire par le probleme d’optimisation

. J
ming ¢ r2 4 ﬁ ijl & (13)
avec ls; —al*><r?*+¢&, &>0, j=1,...,J

ou le parametre €10, 1] définit un compromis entre la minimisation du rayode
I'hypersphére et le contrdle de variables de relaxagjos [||s; —al|>—7r?] destinées
a rendre I'approche plus robuste a la présence éventuetlerdetes aberrantes. La
résolution de ce probléme, par la méthode des multiplicai@e Lagrange, permet de
déterminer numériquement le cenirget le rayonry de I'hypersphére recherchée. li
en résulte la statique de décision

Oy) = lly — aol* = 3 (14)

gue I'on compare a un seujlstrictement positif, a définir en fonction de la sensibilité
du test recherchée. 8i(x) > ~, le signal testé(¢) — ou ses descripteurs — figure a
I'extérieur de I'hypersphére définie grace aux substituésedéclaré non stationnaire.

L'étude de cette stratégie, qui contraste avec la précégmmtson caractére non
paramétrique, a mené a un certain nombre d’enseignemeat®qupeut résumer de
la facon suivante :

1. ReprésentationLe caractére non paramétrique du test offre d’'innombrables
possibilités quant au choix de la représentation des sutsséit du signal a tester,
puisqu’il n’est pas nécessaire ici de modéliser et manipdés densités. Selon le
contexte, nous avons été amenés a extraire des attribsitguelles variances tem-
porelles de la puissance (P) et de la fréquence (F) ins@esacomme dans (Xiao,
Borgnat, Flandrin, Richard, 2007 ; Amowed al, 2009a; Borgnaget al,, 2010) (voir
figure 2 également, issue de (Amoeidal., 2009a)). Nous avons également pu consi-
dérer les séquences temporelles directement, et/ou applime transformation non
linéaire aux données en introduisant un noyau reprodudzams (13)-(14), comme
dans (Amoucet al,, 2009b).

2. CaractérisationLe choix du seuity conditionne évidemment les performances
du test de stationnarité. Il a été démontré que, avec un@pilab supérieure & — 9,
on peut borner la probabilité de fausse alarme que le tedifiqum substitut de non
stationnaire, par la quantité suivante (Borgetzal., 2010)

1< 6.R> In(2/6)
TJ;@U\/?” 57 (15)
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ou R est le rayon de la boule centrée a I'origine contenant le aupie la distribution
des substituts. Une valeur approchée de cette borne, dpanée premier terme de
I'expression ci-avant puisque les deux suivants tenderstivé mesure qué croit,
est indiquée sur la figure 2 pour différentes valeurs du se@klle-ci fournit une in-
formation intéressante sur un signal testé qui serait jogéstationnaire puisqu’il est
possible de la décliner en un indice de non-stationnaritéotable a (11). Pour cela,
on note qué (x) = v est la valeur seuil pour laguelteest considéré comme non sta-
tionnaire, et qu&; = [O(s;)]+. En prenant I'inverse de la borne approchée évoquée
pour que l'indice de non-stationnarité varie inversememtrapport a la probabilité
de fausse alarme et, en considérant la racine carrée dtatgsulir faire apparaitre un
rapport de distances, ou écarts types estimés comme danerieboutit a

O(x)
INS:= [— “\% .
\/% Z'j]:l[@(sj)]+ (16)

Si elle n'a pas été étudiée dans le cadre du projet, une éadilelhon-stationnarité
pourrait étre définie a partir de (16) comme dans (12).

3.3. Un exemple

On s'intéresse dans cet exemple & une classe de signawelppe temporelle
gaussienne et a modulation de fréquence linéaire, définis pa

z(t) = e‘”tz(l + a eXmfot) S

combinant donc modulations d’amplitude et de fréquencerd proportions relatives,
ainsi que le degré de non-stationnarité, sont définis pagriéepde modulatioft et la
largeur de I'enveloppe gaussienite= 1/, /. En particulier, poup = 0, on note que
x(t) se réduit a une modulation d’amplitude. Si I'on se concesrda composante

21 (t) = e~ ™1 2 foteimBt (17)

étant entendu que les propriétésude) s’en déduisent directement, on montre qu’on
contrble le type de non-stationnarité de ce signal en madjfig¢Amoudet al,, 2009a).

En effet, le spectre de, (t) est une fonction gaussienne, entiérement définie par sa
largeur de bandéf et on montre quéf? = (32 + v?)/~, soit encore

of? = B25t% 4 1/6t2. (18)

Il est alors possible de générer un ensemble de signauxmpaes patdt, ), incar-
nant des degrés et formes de non-stationnarités distimetis, tous dotés du méme
spectre global défini paff. En fixant en particulier la largeur de bandg cette
classe de signaux a la particularité d’avoir la méme desgiéetrale d’énergie tout
en décrivant une transition continue de la modulation dl&oge a la modulation de
fréquence. Il en résulte qu'il leur correspond a tous une enfamille de substituts,
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Figure 2. Représentation d&0 substituts d’un signat(¢) dans le plan(P, F),
ceints par la frontiére de décision obtenue par résolutiarptobleémg13)

I'écart & ceux-ci permettant de caractériser la nature dheilastationnarité dont un
signal testé ferait I'objet.

La figure 2 illustre dans le cadre du test par apprentissaggydsitions dans le
plan(P, F') de100 substituts et la frontiére de décision associée, ainsiajuajectoire
parcourue par les signauxt) a largeur de bande constaife= 0.05, paramétrée par
ot et3, avecfy = 0.2 eta = 1/2. Dans cette figure, la frontiére associée au setl
0 est représentée par une ellipse en trait noir (rouge dares$own en couleur). Les
ellipses grises (vertes dans la version en couleur) iBnsties frontieres de décision
successives pour différentes valeurs de seuil 0 associées aux probabilitésls,
0.10 et 0.05 de mauvaise attribution d’un signal stationnaire, seloseles qui en est
donné par les substituts, a la classe des signaux non staties. En d’autres termes,
elles correspondent a des iso-valeurs de l'indice de sitadioté (16). La trajectoire
représente les lieux des signauf¢) testés. Il s’agit de la classe de signaux décrite
dans (Amouckt al, 2009a), mélant des lois de modulation d’amplitude et dgpufeéce
paramétrées differemment, mais théoriquement caraéésrigar les mémes substituts.
Quel que soit ce paramétrage adopté pol), chacun de ces signaux est déclaré
non stationnaire par le test. De plus, tout en attachant éuchan degré de non-
stationnarité comparable (mesuré par la distance a la zersadionnarité définie
par les substituts), il met en évidence un continuum de cotapents allant d'une
varianceP élevée pour le cas & modulation d’amplitude dominante, &arianceF'
élevée lorsque la modulation de fréquence devient prépanti Cette observation
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ouvre la voie a une possibilité de caractérisation fine desyle non-stationnarité, par
exemple a des fins de classification.

4. Approches connexes
4.1. Substituts dans le domaine temps-fréquence : trarisi®, signaux bivariés

Un développement du projet a été de s'intéresser aux dosnésstuts non plus
construites en temps, mais directement dans le plan terégadnce en appliquant
une procédure de « randomisation » & une estimation du sgentps-fréquence plu-
tét qu'a la transformée de Fourier du signal. Le principeaide la procédure est le
méme que jusqu’ici, a savoir mettre une phase aléatoiressarcsure dans le domaine
de Fourier, mais I'application de ce principe a une repriagiem temps-fréquence
conduit cette fois a remplacer la phase de la fonction d’goibé du signal par une
phase aléatoire, puis a reconstruire un substitut tengug+#mce en faisant attention
a satisfaire lors de I'inversion la positivité de ce subst{afin de le comparer a des
spectrogrammes positifs). Le détail de I'algorithme itié@ermettant de le faire est
décrit dans (Borgnat, Flandrin, 2008 ; 2009).

Le premier usage de cette technique est de construire ufetegtection de transi-
toires en employant les substituts temps-fréquence poacigiser I'hypothése nulle
de bruit sans transitoire (Flandrin, 2008 ; Borgnat, Flan@008). Le deuxiéme usage
est de s'intéresser a des signaux bivariés pour lesquedatiltéster si la corréla-
tion croisée entre les signaux est stationnaire ou non. Westisuts multivariés, tels
gu’'originellement proposés dans (Prichard, Theiler, 1984 peuvent servir dans ce
cadre puisqu’ils préservent, entre les substituts, fodeélation des signaux. Nous
avons proposé dans (Borgnat, Flandrin, 2009) d’employsrsistituts construits
comme les substituts temps-fréquence mais en partant daidetemps-retard, et de
construire de ce fait un test de stationnarité des integtations.

4.2. Dutemps-fréquence au temps-échelle

Analyser un signal ou une image en fonction de son échell@restdémarche
du méme ordre que I'analyse dans un cadre temps-fréquelassi@liement en ef-
fet, 'analyse temps-échelle peut étre vue comme une arteds I'analyse temps-
fréquence s'appuyant sur la transformée en ondeletteseaudk celle de Fourier
pour estimer le spectre dépendant du temps. L'autre pointideconnectant temps-
fréquence et temps-échelle a été développé dans I'expok mleblématique gé-
nérale : regarder a travers les échelles permet de casmstémvariance d’échelle
comme une forme généralisée de stationnarité. Il est donceial’étendre la mé-
thode de test de stationnarité a un test de la stationnariticleelle en comparant,
mutatis mutandiscomment le « global » de la décomposition en échelle redgemb
au « local ». Une proposition dans ce sens a été faite dansdffifiaBorgnat, 2008),
illustrant ainsi ce qu’est une image stationnaiie,une lecture a travers les échelles.
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4.3. Stationnarités généralisées a d’autres groupes dasfarmations

Un travail paralléle aux travaux présentés jusqu’ici cstesa sortir du cadre habi-
tuel de la stationnarité, en revenant a son interprétatibialie en tant gu’invariance
sous un groupe de transformations du signal, usuellemsrira@slations dans le
temps, et en généralisant le cadre. La stationnarité awsems$s’écrit, pour un signal
indexé parR, x(t) 4 x(t + 7),V7 € R, I'égalité ayant lieu au sens de I'égalité de
toutes les distributions de dimension finie. Ainsi que dégawuté, une autre forme de
stationnarité, appelée autosimilarité (de paramétre]0, 1[), existe. Elle concerne

des signaux indexeés par le demi-axe réel et est défini@@;ari A Hz(Xt), VA €
R**. Dans ces deux cas, 'ensemble d’indexation est un grotpéerses pistes ont
été explorées pour utiliser ce concept a des fins de géradiatis de ces stationnarités
habituelles.

1. Groupe a un parameétreUne premiere approche repose sur le lien existant
entre stationnarité temporelle et autosimilarité (Botgeiaal., 2002 ; Flandrinet
al., 2003). La premiére repose sur le groufie +) et la deuxiéme sur le groupe
(R**, x). Ces deux groupes sont équivalents par le morphisme de grdopné
par I'exponentiation. Ce lien est mis en évidence par lasfiamée de Lamperti
Ly (Lamperti, 1962) qui met en correspondance de maniére gu&an signal sta-
tionnairey et un signal autosimilaire selonz(t) = (Lzy)(t) := t7y(logt) ou,
réciproquementy(t) = (L x)(t) := e~ Htx(e!). Ainsi, le mouvement brownien
sur I'axe positif est 'image du processus d’Ornstein-Uilbeck parly. Cette ap-
proche a permis d’examiner des versions faibles de staiitérdans I'espace trans-
formé parl . Par exemple, la cyclostationnarité se transforme enigivee d'échelle
discrete (Sornette, 1998), invariance pour laquelle Gaimilarité n’est vérifiée que
pour une gamme discrete de dilatation€Ensuite, la généralisation de I'équivalence
entre (R, +) et (R*T, x) permet de définir une transformée de Lamperti pour un
groupe(G, @) isomorphe &R, +) en obtenant explicitement la transformée qui en-
voie un signal stationnaire sur un signal indexé @aet stationnaire dans le sens

x(t) 4 f(9)z(g ®t),Yg € G (Amblardet al, 2003 ; Borgnatt al,, 2005). A titre
d’illustration, et motivés par la notion d’invariance diégle de taille finie, nous avons
ainsi mis en évidence des grougés @) ou G peut étre un intervalle ou une demi-
droite quelconque de I'axe réel.

Ces généralisations échouent cependant a modéliser e das signaux a ac-
croissements stationnaires, qui est importante pousésser a des données réelles.
Par exemple, les signaux de vitesse dans des expériencesbdiehce développée
sont & accroissements stationnaires et cette propriétéikste pour construire des
théories de la turbulence (voir par exemple (Borgnat, 20Q&) champ de vitesse
est alors étudié a travers ses accroissements et leustigtags (appelées fonctions
de structure). A partir d’'un signal tempore(t), le calcul d’une fonction de structure
passe par la création d’'un chamg(t, 7) := x(t+7) —z(t), our ala dimension d’un
temps mais l'interprétation d’'une échelle puisqu’il domeeées a une comparaison de
taille du signal pris & deux instants différents. Notons kgsimation des fonctions
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de structure peut passer par la transformée en ondeletigsegqnet le calcul d’ac-
croissements régularisés par un noyau lisse. Pour la &rrbe] un résultat célébre est
le comportement en loi de puissance de la densité spectalaatroissements de vi-
tesse (fonction de structure d’ordre 2). Physiquementpogortement est observé de
facon remarquable, mais sur une gamme d’échelles de taike éntre une taille ma-
croscopique appelée échelle intégrale(taille typique d’injection de I'énergie dans
le fluide) et une taille microscopique appelée échelle de Taylor, a laquelle I'énergie
est dissipée sous forme de chaleur. Cet exemple a conduitéresser a I'invariance
d’échelle sur un intervalle fini d’échelles (Dubrulle, 2Q0fotivant I'étude des modé-
lisations possibles de cette taille finie pour des signalcceosssements stationnaires.

2. Groupe a deux parametres : accroissements stationnaieg nouvelle ap-
proche de généralisation de la stationnarité a alors étélisdes processus aléatoires
autosimilaires a accroissements stationnaires de tailks @ travers un cadre d’'équi-
valence de groupes, cette fois a deux parametres (Ramalea-@ al, 2010). Le
groupe fondamental pour le probléme étudié ici est le graffiee (R** x R, *) ou
la loi de composition est définie p@ry, t1) * (02, t2) = (0102, o1t2+t1). Une repré-
sentation mathématique du groupe affine est la transforméedelettes. Il est alors
possible de montrer qu’un processus aléatoire est aulaginjde parametrél) et a
accroissements stationnaires si et seulemengsii /2,(x,-) Wa(a, t) 4 Wy (a,t), ol
Wa,y(a,t) définit la transformée en ondelettes/&t (x -y u(n, t) := A Hu[(\,7) *
(n,t)] = A~ Hu (A, \t + 7) est 'opérateur de déplacement dans le groupe affine.

Le groupe affine peut étre généralisé en utilisant des gmispmorphes B*+ et
R (Ramirez-Cobet al, 2010), ainsi que les résultats sur la théorie des repratsams
covariantes de signaux a l'aide de groupes a deux paranfétesgatschet al,, 2002).
On consideréT, @) un groupe isomorphe @, +) par 'isomorphismepr : T —
R, et le groupd A, ®) isomorphe ER**, x) par I'isomorphismepg, : A — R*T.
On montre quéA x T, o), ou la loi de composition est définie par

(01,7) 0 (02,72) = (02 © 01,07 (pr(T2)pe(01)) © 1) (19)

est un groupe. De plus il est isomorphe au groupe affine psoniiorphisme
waxt(o,7) = (¢e(0),er(r)). On peut alors construire 'opérateur de déplacement
dans le groupe affine généralisé selon

DY oy umt) = 9oN)T2u(N 7)o (,8)]

= N2 u(Noner' lprtpe(N] @ 1) (20)

puis définir des processus aléatoires autosimilaires ®diasements stationnaires gé-
néralisés de la méme maniére que dans le cas usuel mais aifldra\sur une trans-
formée en ondelettes généralisée et sur des accroissaygegtalisés (voir (Ramirez-
Cobo et al, 2010) pour les détails). A titre d'illustration, sont moggs en figu-
re 3 des traces de mouvements browniens fractionnaires) @@méralisés définis sur
T = (—3,5) avec une loi d’addition analogue & la loi d’addition dessstes en rela-
tivité restreinte. En traits pointillés sont superposésstitaces des fBm usuels ayant
les mémes parameétres de Hurst. Deux valeurs du parameétrardeddnt utilisées :
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Figure 3. Mouvement brownien fractionnaire généraliséexél parT = (—3,5)
avec une loi d'addition analogue a la loi d’addition des gites en relativité
restreinte.H = 0.2 pour les deux premiéres lignes®t= 0.7 pour les deux

derniéres1"¢ ligne : a gauche, fBm sur I'axe positif, a droite, zoom surdae

de coupure2°€ ligne : a gauche, incréments du fBm usuel; a droite, incrésen
généralisés du fBm généralisé
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H = 0.2etH = 0.7. Les accroissements du processus usuels et les accroigseme
généralisés du processus généralisé sont égalementaei@®s

Les traces du fBm généralisé peuvent aussi étre obtenuesparorphose (liée
aux morphismes de groupe) des traces du fBm usuel correapbridexplosion
asymptotique de la variance du fBm se retrouve donc ici cond® au bord de I'in-
tervalle d’'indexation. Cette propriété pourrait faire @s enodéles des candidats a des
modeles de ruptures, par exemple en physique statistique.

4.4. Tendances et fluctuations

Une derniere problématique reliée a la détection de ndiostearité a été abor-
dée, qui serait plutdt a rapprocher des test de type « ranitex(Kwiatkowskiet al.,
1992), et qui vise a savoir décomposer un signal en une teedgénéralement basse
fréquence et non stationnaire) et ses fluctuations, gémaeait plus haute fréquence
mais pas nécessairement stationnaires. Un point commuen'approche développée
précédemment pour la stationnarité est le caractérefretation absolu de la ques-
tion, une méme composante d’un signal pouvant par exemipteigréter comme une
tendance a une certaine échelle d’'observation et commeustadtion & une autre.
Dans un développement du projet (qui n'avait pas été progrwi I'origine), nous
avons formulé cette question sous la forme d’'un test emgrigujours piloté par
les données, s'appuyant cette fois sur la décompositiorale@mpirique (ou EMD,
pourEmpirical Mode DecompositigrfHuanget al., 1998), algorithme de décompo-
sition qui extrait des modes de type AM-FM d’un signal en @atrdes plus rapides
pour aller vers les plus lents. Nous avons montré dans (Mwoight, Flandrin, Borgnat,
2011) comment utiliser deux propriétés des modes extrait&¥D pour séparer une
tendance de ses fluctuations. La premiéere propriété casiitige des fluctuations a
large bande fréquentielle est que le rapport du nombre d®gas a zéro d’'un mode
de 'EMD au suivant est usuellement autour de 2, reflétantedenla nature sponta-
née de décomposition dyadique en fréquence observée &b I(Flandrinet al,,
2004). La deuxieme propriété attendue est que les modesernergie décroissante
pour une large classe de processus. Combinant ces deutécetagues, Nnous avons
proposé un test statistique pour extraire une composanéndance, obtenue comme
la superposition des modes de 'EMD a partir de celui qui riisfsét plus ces deux
caractéristiques.

Nous avons validé statistiquement cette approche danstfdderi, Flandrin, Bor-
gnat, 2011) et montré comment elle s’applique sur diffécreremples, y compris des
données réelles. Dans (Moghtaderi, Borgnat, Flandrin1pQine comparaison est
faite entre cette approche pilotée par les données (et pardpriétés de I'EMD), et
I'algorithme classique d’Hodrick-Prescott pour estimaeuendance (ajustement de
la tendance au sens des moindres carrés régularisés paalanefaible d’'une norme
de la dérivée de la tendance) (Hodrick, Prescott, 1997j gire par I'algorithme plus
récent pénalisant I'ajustement de la tendance par une n@riche la dérivée (Kirret
al., 2009). Les résultats sont concluants en ce que la méthogéog@ée a partir de
'EMD permet d’extraire avec une bonne fidélité les tendansans avoir a ajuster un
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parametre de compromis tel qu’on le trouve dans les appsath®drick-Prescott ou
de Kimet al, qui fixea priori I'importance de I'attache aux données par rapport a la
régularité de la tendance.

5. Conclusion

Le projet StaRAC s’est attaché a reconsidérer le conceptatiermarité en lui
donnant un sens relatif et opérationnel qui en permet unstaistique, ainsi qu'a
I'élargir en le rattachant a un principe général d’'invacepar rapport a un groupe de
transformations ne se restreignant pas aux seules trianslaCes points de vue ont
été déclinés en un certain nombre de variations prouvaaidalilité des approches
proposées.

Sur la base des résultats acquis, on peut imaginer plusiévsdoppements a ce
projet. Il serait ainsi intéressant d’aboutir & une congamg entre les deux volets re-
latifs respectivement aux tests et aux généralisationagaptant aux modéles de sta-
tionnarités généralisées la méthodologie développéeldaasire standard des trans-
lations. D’'une fagcon complémentaire, il serait utile de gg®mr plus avant I'extension
des approches actuelles a des situations multidimendieaneelles-ci pouvant en
outre offrir un cadre plus riche quant aux invariances meegeu (directionnalité,
isotropie, etc.).

Enfin, si le projet a permis d’établir un cadre méthodologiganéral susceptible
de renouveler les points de vue classiques sur la statib@naconvient de le mettre
a I'épreuve de davantage de situations réelles permetemnueux cerner les possi-
bilités et limitations, en particulier en faisant usage cedes Matlab ayant été déve-
loppés, disponibles a I'adresse http://perso.ens-lypiefre.borgnat/codes.html.
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